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Quand MM. Milhaud et Girot m'ont fait part de 

leur intention de traduire ma Théorie Générale des 

Fonctions qui, publiée en 1882, avait même été rédigée 

environ cinq ans auparavantj'ai voulu profiter d'une aussi 

belle occasion pour remanier quelques passages, pour 

insister sur plusieurs points qui ont acquis aujourd'hui 

plus d'aclualilé, enfin, pour faire quelques additions. Ces 

changements ne touchent d'ailleurs nullement au fond 

des matières exposées dans mou livre. Au contraire, les 

critiques assez nombreuses qui en ont paru, plus souvent 

encore contradictoires entre elles qu'en opposition avec 

mes vues, m'ont convaincu plus que jamais que j'ai réussi 

à mettre au jour la vraie nature de la connaissance exacte 

et des concepts métaphysiques sur lesquels elle se fonde. 

Paul du Bois-Reymond. 



Berlin^ 15 Mai 1887. 
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Le souci trop exclusif de la rigueur donne à l'enseignement 
des mathématiques une forme souvent dogmatique. Ceux qui 
ont reçu cet enseignement dans les lycées ou les facultés sont 
longtemps sans comprendre qu'il puisse y avoir, à propos de 
ces sciences, des questions capables de diviser les penseurs, et 
toute discussion philosophique sur les notions essentielles des 
mathématiques est souvent mal accueillie par la simple raison 
qu'on en sent difficilement la nécessité. 

Or, voici précisément un livre, écrit par un éminent géomètre 
de Berlin, rempli de discussions savantes sur les concepts 
fondamentaux de grandeur, limite, fonction. Que la manière 
de voir de l'auteur soit juste ou inexacte, peu importe : il met 
en question des problèmes philosophiques du plus haut intérêt 
louchant ainsi à ce que les mathématiciens considèrent trop 
dWdinaire comme une arche sainte : Voilà pourquoi, il nous 
a paru utile d'en publier une Iraduction. 

Nous n'entrerons pas dans les débals ([ue soulève ce livre. 
Nous voulons seulement, pour préparer à sa lecture ceux qui 
ont puisé leur instruction mathématique dans des traités ou 
cours spéciaux, faire comprendre à grands traits comment les 
mathématiques peuvent donner lieu à des discussions intéres- 
santes sur l'origine et la formation de leurs concepts. Nous 
ferons voir pour cela que l'enchaînement rigoureux des déduc- 
tions auquel tend l'enseignement est, en réalité, postérieur au 
développement normal de ces sciences et qu'il n'atteint cet 
idéal de rigueur que pour devenir de plus en plus formel et, 
par cela même, de plus en plus subjectif. 

Quand on ouvre un traité de mathématiques, on est frappé 
de l'importance du rôle que Jouent les définitions. Chacune 
d'elles sert de base à un développement plus ou moins long 
formant tout un chapitre nouveau. Ce sont, pour ainsi dire, 
les éléments vitaux des mathématiques : la puissance de 
déduction de l'esprit semblait épuisée sur les premiers objets 
de ses études ; une définition survient et apporte un nouvd 
aliment à son activité. C'est ainsi que les définitions semblent 
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chaque fois assurer une prolongation de vie aux mathémati- 
ques de manière h en reculer les bornes à Tinfini. — Or que 
renferme une définition ? — A quelle condition est-elle accep- 
table ? 

Une définition a pour objet de construire une chose ou un 
fait à l'aide de certames propriétés reliant l'élément nouveau 
à ceux déjà connus ; et la seule condition imposée à ces pro- 
priétés paraît être qu'elles ne présentent entre elles aucune 
contradiction logique. C'est le seul point sur lequel on juge 
utile d'insister, quand, en mathématiques, on sent le besoin de 
justifier une définition. Mais alors la première impression que 
donne la lecture d'un traité spécial est des plus étranges. Il 
semble que l'esprit puisse se donner libre carrière : n'a-t-il 
pas, pour créer ses définitions, un champ sante limites ? — et 
non seulement on sent bien que la science mathématique ne 
saurait avoir de bornes, mais encore on se demande s'il ne 
pourrait exister une infinité de mathématiques distinctes de 
celles qui sont enseignées, si enfin celles-ci ne sont pas dues 
à un caprice de l'intelligence humaine qui se serait plu h suivre 
une voie parmi tant d'autres également accessibles? — En 
géométrie, passe encore ! On se sent vaguement guidé par des 
corps, par des formes, semblables h ce que nous montre le 
monde extérieur, mais que dire de l'analyse, maintenant 
surtout que, grâce aux travaux de reconstruction desLagrange, 
Gauchy, Abel, etc.... il est facile de parvenir aux notions le^ 
plus élevées sans faire intervenir d'autre donnée expérimentale 
que le nombpe. (*) 

Pour se rassurer et voir disparaître le caractère capricieux 
et arbitraire des mathématiques il faut remonter h la genèse 
des notions qu'elles étudient et regarder un peu par-dessous 
cet arrangement parfait qu'on nous présente aujourd'hui. 

On distingue ordinairement les mathématiques pures et les 
mathématiques appliquées, les premières étant la géométrie et 
l'analyse, les autres étant des applications de celles-là. C'est 
mal indiquer qu'une seule question de degré justifie celle 
distinction. La géométrie et l'analyse sont les premières et les 
plus simples applications de la mathématique, c'est-à-dire de 
ces suites spéciales de déductions, de ces méthodes logiques 
particulières qui appartiennent à toutes les sciences mathéma- 
tiques, abstration faite de leurs objets. On sait d'abord que les 
données premières de la géométrie et de l'analyse sont puisées 
dans le monde extérieur. La géométrie lui emprunte l'étendue, 



(•) Voir r Introduction à l'étude des fonctions d'une variable de 
M. J. Tanne ry. 
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le point, la ligne droite, avec toutes leurs propriétés intuitives. 
L'analyse est fondée sur le nombre, dont l'idée nous est fournie 
par iVxpérience, et sur ses propriétés. Ce sont là des vérités 
naïves sur lesquelles il est inutile d'insister. Mais les points 
de départ ainsi fixés, l'indétermination du chemin h suivre 
n'en subsisterait pas moins, si la géométrie ou l'analyse ne se 
laissaient guider par des données extérieures, et c'est précisé- 
ment, en dépit des apparences, ce qu'elles font sans cesse. 
Nous ne voulons pas parler ici seulement du postulat d'Euclide 
qui, loin d'être un axiome logique, est nettement déjà Taffir- 
raation d'un fait expérimental. On peut le joindre aux données 
initiales. Celles-ci sont si complexes qu'il importe peu de penser 
ou non que ce fait nouveau est impliqué dans les notions 
intuitivessur lesquelles est fondée la géométrie. D'ailleurs, il 
n'y a eu d'arrangement d'aucune espèce dissimulant le fait 
tout nu, et il y aurait peu d'intérêt à dénoncer cet emprunt à 
l'expérience. 

Ma'S il y a plus : tous les éléments nouveaux qu'étudie la 
géométrie, angle, angle droit, cercle, longueur de circon- 
férence, etc., ne sont suggérés que par le monde extérieur. Il 
en est de même en analyse du nombre fractionnaire, du.liombre 
incommensurable, de la limite, etc. Les nombres imà^ginaircs 
eux-mêmes sont apportés par rexpérieuce, quoii^ue cela 
paraisse paradoxal. C'est qu'ici cette expérience s'^st affinée, 
pour ainsi dire, et est devenue la constatation du résultat d'an 
calcul ou d'une transformation algébrique. Mais tout cela est 
loin d'être évident. Chaque fois qu'un nouvel objet d'étude est 
suggéré, les mathématiques se l'assimilent au point dV.n dissi- 
muler l'origine, on plutôt, à l'occasion de cet élément, elles 
construisent logiquement un être nouveau, elles le créent de 
toutes pièces, et si l'unique souci qui les guide paraît-être la 
non contradiction des propriétés dont elles l'afFublenl, et la 
possibilité de les exprimer à l'aide des éléments anciens, en 
réalité la préoccupatioa première a été que cette création 
logique correspondît exactement h l'objet concret. Celle préoc- 
cupation est peu visible, parce qu'elle importe peu à la rigueur 
des raisonnements ; mais, si on ne veut pas laisser aux mathé- 
matiques une beauté purement platonique, s'il faut qu'elles 
méritent leur litre de science, tous ces développements logiques 
sont destinés à être utilisés dans la connaissance générale du 
monde physique, et alors, pour la solution du problème le 
plus simple, on sera bien obligé d'admettre l'identité de l'objet 
extérieur et du concept purement logique : A cet instant précis 
se trouve dénoncée l'origine expérimentale de toute définition : 
Si on a pu la dissimuler, c'est à la seule condition d'y substituer, 
pour l'instant de l'application, une proposition indémontrable, 
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un véritable postulat, par lequel nous affirmons que nos 
théories logiques peuvent donner l'explication d'un fait objetif. 
Quelques exemples simples aideront à éclaircir ces idées. 
Après l'étude de quelques propriétés des lignes droites 
considérées ensemble, la géométrie utilise ces propriétés à 
l'occasion d'un élément nouveau: le cercle. La définition qui 
lui sert, pour ainsi dire, de passe-port est la suivante : La 
circonférence de cercle est le lien géométrique d'un point situé 
h une distance donnée d'un point déterminé. Traduisez : Que 
par le point déterminé on mène une droite quelconque, qu'on 
prenne sur cette droite, à partir du point, une longueur égale à 
la distance donnée : l'extrémité de cette longueur est ce qu'on 
appelle un point de cercle. La possibilité de construire ainsi 
autant de points de cercle qu on voudra, voilà tout ce que 
contient la notion de lieu géométrique qui entre dans cette 
définition. On déduit de celle-ci toutes sortes de propriétés ; par 
exemple, une droite qui a un point commun avec un cercle en 
a un second; un diamètre partage le cercle en deux parties 
symétriques, en d'autres termes, à tout point de cercle on 
peut en faire correspondre un second symétrique par rapport 
à un diamètre quelconque , etc. — La considération des 
polygones inscrits, c'est-à-dire dont les sommets sont points 
de cercle, permet de définir la longueur de la circonférence, ce 
sera la limite des périmètres des polygones inscrits dont le 
nombre des côtés augmente indéfiniment. 

Dans tout ce développement il n'entre en aucune façon l'idée 
de la forme du cercle, de ce rond parfait que nous tirons par 
abstration de ceux que fournit l'expérience. Ce rond est formé 
par un contour continu ; il divise le plan en deux parties, 
Tune qu'il limite et que nous disons intérieure et une autre 
extérieure: toutes notions absolument distinctesde la définition 
et des déductions géométriques. De même le concept purement 
logique do la longueur de la circonférence est essentiellement 
distinct de ce que par intuition nous entendons parla longueur 
d'un rond, le tour d'une roue, par exemple, ou la longueur 
d'un fil d'abord exactement appliqué sur la conférence de la 
roue, puis déroulé. C'est ainsi que là même où les mathéma- 
tiques semblent être le plus voisines des objets concrets de 
l'intuition expérimentale, elles se développent parallèlement 
à ces objets, et sans jamais faire disparaître la dualité qu'of- 
frent la donnée des sens, affinée même par l'abstraction, et la 
construction logique de l'esprit. Mais ici du moins ce parallé- 
lisme est assez parfait pour que nous sentions fort bien comment 
a procédé la géométrie. I/expérience a d'abord fourni non 
seulement la notion du cercle, mais une foule de ses propriétés; 
parnii celles-ci à une époque de beaucoup postérieure, le 
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géomètre a choisi celles qui, tout en ne s*exprimant qu'à 
l'aide de droites, de points, et de longueurs, lui paraissaient le 
mieux caractériser le cercle concret et il a construit avec elle 
la théorie du cercle. Mais qu'on demande seulement, par 
exemple, quel est le tour d'une roue dont on donne le rayon, 
comment résoudre le problème à l'aide de la géométrie, si on 
n'admet l'identité entre la limite des périmètres des polygones 
inscrits et le tour môme de la roue ? L'arrangement par lequel 
on a chassé l'expérience est trahi à cet instant par un postulat, 
celui précisément qui, en réalité, avait conduit h la définition 
logique. 

L'exemple précédent nous reportait à une époque reculée 
de l'histoire des mathématiques ; en voici un au contraire qui, 
bien qu'emprunté à l'arithmétique élémentaire, répond à des 
tendances actuelles. Au commencement du chapitre des 
fractions, en arithmétique, on accepte ordinairement un fait 
d'expérience : le partage de Tunité en parties égales. L'égalité 
de deux fractions ou la supériorité d'une fraction sur une 
autre s'expliquent par la considération de deux longueurs, 
par exemple, mesurées par les fractions. La donnée expéri- 
mentale qui rompt en arithmétique la chaîne des déductions n'a 
donc pas disparu. Mais cependant rien n'est plus aisé que de 
dissimuler ici l'origine du développement nouveau. Appelons 
fraction le symbole formel composé de deux nombres entiers 

écrits l'un au-dessus de l'autre (-r- \. Convenons de dire que 

deux fractions sont égales quand les termes de l'une sont des 
équimultiples de ceux de l'autre, définissons somme, différence, 
produit, quotiont des fractions les résultats auquels conduisait 
la considération des quantités concrètes, etc. Les définitions 
étant toujours conformes à ce qui résultait pour nous de la 
donnée expérimentale, rien ne sera changé à la suite du 
chapitre sur les fractions. Il est probable que tôt ou tard on 
exposera ainsi couramment ce chapitre. Mais qu'on trouve alors 

2 • 

la solution x = ^ au problème le plus simple, où l'inconnue est 

une longueur, il faudra bien admettre, pour l'interpréter, que 

2 

ç représente deux fois le tiers de l'unité et, en somme, on 

«s 

rétablira ainsi tout ce qu'on aura paru supprimer. 

Ces exemples suffiraient peut-être à montrer la marche des 
sciences mathématiques : elles se développent naturellement 
sous l'impulsion de Texpérience, mais cachent tôt ou tard sous 
des constructions logiques l'origine de leurs concepts. En voici 
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une dernière et intéressante confirmation tirée de l'analyse 
supérieure. 

Supposons qu'à un instanr. quelconque de l'histoire des 
mathénaatiques, on sente le besoin d'utiliser une propriété 
nouvelle des quantités concrètes : il ne sera pas toujours facile 
de l'énoncer simplement, de l'expliquer, dô la ramener à 
d'autres connues, de débrouiller les éléments complexes qu'elle 
implique. Il se peut cependant que des esprits élevés devinent 
comme par instinct qu'il s'agit là d'une notion féconde, et 
qu'un développement fondé surelle'réaliseraun grand progrès 
dans la connaissance générale des choses. A priori, nous 
n'avons pas de peine à admettre l'existence de tout un long 
chapitre mathématique construit sur des notions qu'on n'expli- 
que pas : la géométrie et l'arithmétique n'ont-elles pas pour 
données initiales des concepts impossibles à définir? Si nous 
supposons enfin que les chercheurs appliqués aux idées 
nouvelles, frappés de l'intérêt des résultats, se soient avant 
tout préoccupés d'en enrichir la liste, la reconstruction logique 
des données expérimentales risquera fort de rester longtemps 
inachevée; longtemps, la branche analytique qui aura ainsi 
poussé brusquement semblera ne point se rattacher au tronc 
primitif. C'est précisément là ce qui s'est passé pour l'analyse 
supérieure, pour cette partie de l'analyse qui traite des incom- 
mensurables, des limites, des séries et produits infinis, des 
infiniments petits, des diiïérenli elles, etc. Le fait expérimental 
qui en est le point de départ, et dont l'introduction dans 
l'analyse remonte à une époque impossible à fixer est la notion 
du devenir de la quantité concrète, du passage continu d'un état 
à un autre. Après avoir suggéré bien des travaux, cette notion 
parvint à sa dernière et complète consécration dans les méthodes 
qu'inaugurèrent Newton et Leibnitz. Mais l'exposé de ces 
méthodes est loin d'avoir toujours présenté Tenchaînemcntdont 
les traités nous donnent aujourd'hui le tranquille spectacle. 
Ce n'est que difficilement et au prix de longs efTorts qu'a ^ié 
définitivement arrêté chez nous, depuis Cauchy et Duhamel, 
l'exposé dn l'analyse infinitésimale. Le problème de recons- 
truction logique qui devait en faire une suite rigoureuse des 
chapitres antérieurs est-il complètement résolu ? Nous allons 
faire voir qu'il ne l'est pas d'une façon absolue dans l'ensei- 
gnement actuel, sauf à montrer ensuite comment un pur 
formalisme peut fournir cette solution. 

L'exposé que présentent aujourd'hui les cours d'analyse et 
qui a pour point de départ la définition mathématique de la 
limite, réduit le fait expérimental que nous avons signalé à un 
simple postulat indémontrable, le principe des limites, qui 
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s'énonce ainsi : Si une quantité variable croît sans cesse, 
tout en restant inrérieure à une quantité déterminée, elle a une 
linQite. 

Duhamel en donne la démonstration suivante : (*) 

« Soit A la valeur au-dessous de laquelle est toujours la 
a variable, et B une de celles qu'elle prendra ; qu'on partage 
« l'intervalle de B à A en parties égales aussi petites que l'on 
« voudra : la variable pourra bien dépasser tous les points de 
« division, mais ne peut aller jusqu'à l'extrémité ; il pourra 
« aussi se faire qu'elle ne les dépasse pas tous, et alors il y en 
« aura un qui sera le dernier qu'elle dépasse ; elle restera 
« donc toujours comprise entre celui-ci et le suivant, c'est-à- 
€ dire dans un intervalle aussi resserré que l'on aura voulu et 
a dans lequel elle ira toujoi^rs en croissant. En subdivisant 
« cet intervalle en un nombre aussi grand qn'on voudra de 
« parties égales, on reconnaîtra de même que la grandeur ne 
« peut se trouver que dans un nouvel intervalle fixe entre B et 
« A, et d'une étendue aussi voisine de zéro qu'on le voudra. 
« Il existe donc une certaine valeur fixe entre B et A, dont la 
« variable s'approche indéfiniment; elle a donc une limite. » 

Le raisonnement est rigoureux jusqu'à la conclusion exclu- 
sivement : Quant à passer de ce que l'intervalle qui comprend 
la grandeur peut devenir aussi petite qu'on veut à l'existence 
de la limite, ce n'est pas moins difficile que d'admettre d'em- 
blée la conclusion, sans démonstration aucune. Ainsi que le 
montre nettement M. Paul du Bois Reymond, la diminution de 
l'intervalle qui comprend la grandeur n'atténue pas la difficulté 
qu'il y a à concevoir la limite. Le raisonnement de Duhamel 
cache une illusion ; et cela est si vrai que souvent, au contraire, 
pour expliquer qu'une grandeur resserrée dans un intervalle 
de plus en plus petit a une limite, on se fonde sur ce que l.es 
valeurs qui la comprennent forment deux séries Tune 
croissante, l'autre décroissante, admettant chacune une limite 
d'après le principe en question , et il suffit ensuite de 
remarquer que les limites sont les mêmes. 

M. Bertrand, à propos des séries à termes positifs, dit 
simplement : « Il est clair que si dans la somme uq -f ^i +••• 
« + Wn on prend un nombre de termes toujours croissant, 
« les résultats obtenus iront en augmentant et s'ils ne peuvent 
« pas dépasser toute limite, ils approchent nécessairement 

(*) Duhamel. — Des méthodes dans les sciences du raisonnement* 
2"*» partie, page 413. 
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(( autant qu'on veut du plus petit des nombres qu'il ne peuvent 
€ pas dépasser. » C'est de la même manière que raisonne 
M. Briot. Mais qui ne sent que l'existence de ce minimum 
parmi les valeurs que ne peut dépasser la variable n'est rien 
moins que démontrée, et qu'en somme ce raisonnement se 
réduit'à changer, sans l'expliquer, renonciation du fait intuitif. 
Ces démonstrations et toutes cellfts qu'on peut rencontrer 
reviennent au fond aux deux que développe l'auteur de ce 
livre, montrant chaque fois l'illusion qu'elles dissimulent. 
D'autre part, si on rejette toute démonstration, acceptera- t-on 
le principe des limites au même titre qu'une proposition de ce 
genre : « La même chose ne peut pas être et ne pas être en 
même temps ? » Il est très clair, au contraire, que le principe 
des limites énonce un fait nouveau, une propriété particulière 
de la quantité concrète et continue. Le caractère d'évidence 
qu'il nous présente est dû à l'expérience seule. C'est bien un 
postulat que l'enseignement pose au début de l'analyse supé- 
rieure, réduisant ainsi h la vérité qu'il énonce comme h un 
minimum nécessaire la donnée qui lui sert de base. Est-il 
possible de dissimuler enfin ce. postulat ? Il suffît, pour s'en 
convaincre, de lire V « Introduction à l'étude des fonctions 
d'une variable »), de M. J. Tannery. L'enchaînement rigoureux 
de définitions et déductions par lesquelles l'auteur nous 
conduit insensiblement du nombre entier à toutes les notions 
les plus élevées de l'analyse résout bien décidément le 
problème de reconstruction logique qui devait faire dispa- 
raître dans l'exposé formel des mathématiques toute lacune 
entre les chapitres anciens et les nouveaux. Pour comprendre 
par quel mécanisme simple il est possible d'atteindre ce 
résultat, qu'on se rappelle l'exemple des fractions déjà men- 
tionné. A la condition de se résoudre à un pur formalisme, rien 
n'est plus aisé que d'appliquer ici une méthode identique. 
Nous sommes convaincus qu'une suite de valeurs croissantes 
mais ne croissant pas indéfiniment a une limite, quand sous 
ces valeurs nous avons en vue des états successifs d'une 
quantité concrète : laissons de côté cette dernière considéra- 
tion et créons, en vertu d'une définition, la limite de la suite 
des valeurs. Ce ne sera plus une chose concrète, vue par 
intuition sensible, ce sera un pur symbole. Nous conviendrons 
de dire qu'il est supérieur à toute valeur atteinte ou dépassée 
par la suite qui sert à le définir, — inférieur à toute valeur 
qu'elle n'atteint jamais ; — nous conviendrons des circons- 
tances où deux symboles répondant à la définition nouvelle 
sont égaux, ainsi que des résultats d'opérations effectuées sur 
eux, et, grâce au souci constant de faire correspondre ces 
définitions ou conventions aux vérités qui résultent pour nous 
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de l'existence de la limite, rien ne sera changé dans la suite 
des déductions. Le principe des limites aura disparu de l'ana- 
lyse en tant que proposition à établir — et,avec lui, la dernière 
trace de tout donnée expérimentale autre que la donnée initiale 
de Tarithmétiqueje nombre. Mais,pour appliquer à ce dernier 
exemple les idées indiquées à grandes lignes dans celte pré- 
face, il est bien entendu que dès q^u'on touchera à l'outil ainsi 
afQné pour résoudre le plus enfantm des problèmes, ayant trait 
h des longueurs, par exemple, la solution ne sera justifiée et 
interprêtée que grâce h l'opinion que les symboles correspon- 
dent à des réalités. 

La tendance à éliminer toute donnée expérimentale autre 
que les données initiales est-elle une simple manie des mathé- 
maticiens ? — Manie dangereuse en ce cas, puisqu'elle a pour 
conséquence de donner à leur science une allure capricieuse 
et l'apparence d'un simple jeu d'esprit? — Cette tendance 
répond au contraire à une haute nécessité philosophique. Les 
éléments de notre connaissance, qu'elle qu'en soit l'origine, 
expérimentale ou rationnelle, se combinent dans notre esprit 
de telle sorte que le degré et la nature de la certitude qu'ils 
comportent sont souvent fort difficiles à préciser. Or, la recons- 
truction logique des faits mathématiques a pour résultat de 
séparer nettement d'une part ce qui, en eux, présente le 
caractère de la certitude, sinon absolue, du moins la plus haute 
à laquelle nous puissions atteindre, et d'autre part ce qui n'est 
qu'une vérité d'induction. En d'autres termes, elle a pour effet 
de créer une mathématique idéale planant au-dessus de toute 
expérience : c'est celle que connaissent surtout les mathéma- 
ticiens. Derrière leurs échafaudages logiques, ils sont bien 
réellement à l'abri de toute objection ; et c'est avec raison que 
l'évidence de leurs conclusions est prise pour le type de la 
plus complète qu'il y ait à nos yeux. Stuart Mill prétend que 
la certitude des vérités mathématiques est inductive. C<îtte 
thèse n'atteint que les vérités mathématiques objectivés, pour 
ainsi dire, énoncées à l'occasion des êtres concrets que suggère 
l'expérience. Elle nous paraît en ce cas absolument juste, car 
elle revient à dénoncer l'éternel postulat qui se cache, pour 
reparaître au moment de l'application, derrière toute création 
du géomètre ou de l'analyste. Mais elle ne saurait porter sur 
les vérités logiques do cette mathématique idéale que nous 
venons de définir. Celle-ci semble, il est vrai, n'être point 
débarrassée des données initiales : si on y regarde de près, on 
voit cependant qu'elle n'affirme rien sur ces données elles- 
mêmes, et montre seulement quelles en sont les conséquences 
si on les accepte comme hypothèses. Enfin la confection de 
cette mathématique toute formelle nous donne néanmoins sur 
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les choses elles-mêmes une indication précieuse : elle nous 
apprend quel est le minimun de propriétés qu'il sufBt de 
supposer dans ces choses pour justifier l'application des vérités 
logiques. Toutes les propriétés géométriques du cercle, par 
exemple, s'étendront aux ronds concrets, s'il en existe, dont 
tous les points sont à la même distance d'un centre. L'analyse 
supérieure s'appliquera aux quantités dont il existe des états 
correspondant à tous les symboles qu'elle a créés, etc. Et ainsi 
On apprend à connaître le minimum de propriétés caracté- 
ristiques par lesquelles un fait concret peut entrer dans l'en- 
grenage des déductions de la mathématique pure. 

Voilà d'où celle-ci tire sa r.àson d'être. Mais quel que soit 
l'intérêt qu'elle présente, nous croyons avoir suffisamment 
montré que, par son essence purement formelle, elle ne saurait 
donner la solution d'aucun problème de connaissance concrète. 
C'est pourquoi les traités de mathématiques, si rigoureux qu'ils 
soient, et précisément d'ailleurs en raison de leur rigueur 
extrême, ne pourront jamais rendre superflue Tétude des 
problèmes de la connaissance tels que ceux que traite ce 
livre. 

Le Havre, ce 1«»" Avril 1887. 

G. MiLHAUD. 



PRÉFACE 



Le besoin de voir clair dans la nature intime des intégrales 
des équations aux différentielles partielles' du second ordre 
me conduisit à l'étude des formules générales qui, comme 
celle de Fourier, servent à exprimer les fonctions arbitraires. 
Ces recherches m'obligèrent ensuite h considérer l'essence des 
fonctions indépendantes de toute hypothèse et celles de leurs 
intégrales. Sur ce point, je ne parvins et je ne pouvais parvenir 
à une intelligence parfaite, qu'en soumettant à l'épreuve de la 
critique de la connaissance les concepts analytiques fondamen- 
taux de grandeur et de limite. Je veux maintenant, dans le 
travail dont ce livre contient la première partie, parcourir en 
sens inverse, mais en moins do temps, Je l'espère, le chemin 
que j'ai suivi moi-même 

Il s'agit, en effet, d'un ensemble de théories -qui méritent 
d'être bien solidement établies dans un exposé spécial et dont 
ridée fondamentale devient évidente, dès qu'on porte sa pensée 
sur la répartition des sciences médicales. Des ihéories générales 
s'opposent ici h des théories spéciales, comme à Fanatomie 
spéciale, à la pathologie spéciale, etc., s'opposent les sciences 
générales de même nom. De même il paraîtrait à propos de 
distinguer dans l'analyse une théorie spéciale des fonctions et 
une théorie générale. 

La première, en étudiant d'une manière très générale les 
fonctions de variables complexes, a pour but de représenter 
des fonctions de propriétés déterminées et d'étudier la nature 
de grandes classes de transcendantes, en particulier de celles 
qui ont des relations avec les fonctions algébriques. 

La théorie générale des fonctions embrasse, à mon avis, 
tout ce qui se rattache a l'idée la plus générale de fonction : 
En tête je place la métaphysique des concepts de grandeur et 
de \imite, comme servant de base à la théorie de l'argument, 
de la fonction, et de la condition commune de convergence et 

2 
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de divergence des différentes opérations infinies. Ce sont là, 
soit dit en passant, les questions traitées dans la première 
partie de mon travail. Puis, on trouvera la théorie générale 
des séries, l'élude de Tinlégrabilité et de la difTérentiabilité des 
fonctions et les propositions générales relatives à l'intégrale 
définie ; ensuite la théorie de l'expression de fonctions dites 
arbitraires h l'aide d'intégrales et de séries, mais en particulier 
les expressions de Fourier qui précisent davantage le concept 
de fonction, enfin différentes parties qui s'y rapportent dans la 
théorie des équations aux différentielles partielles du second 
ordre. 

Ainsi, en peu de mots, ce que contient la théorie générale 
des fonctions, c'est la théorie des rapports de grandeurs et des 
opérations en général, c'est-à-dire sans qu'on ait essentielle- 
ment en vue la représentation de dépendances particulières. 

Depuis que, pour la première fois en 1872, j'ai publié, sous 
un autre titre, il est vrai, une étude sur ce sujet, il a paru des 
ouvrages qui poursuivent lo même but. Il pourra m'arriver de 
leur emprunter maintes choses de valeur, comme je fais pour 
Monsieur U. Dini, à qui j'emprunte des propositions impor- 
tantes sur la non differentiabilité de certaines fonctions. On 
verra cependant que mon travail pour le plan comme pour le 
fond même du sujet est absolument original. Cela est vrai 
assurément en ce qui concerne celle l'"^ partie, mais aussi en ce 
qui concerne la suite, par exemple, le prochain fascicule dont 
le sujet est la théorie générale des séries, et oij, en dehors de 
ce qu'on trouve déjà dans les traités, j'apporte plus d'un aperçu 
nouveau. 

Comme je l'ai dit, celte première partie contient l'examen, 
au point de vue de la théorie de la connaissance, des concepts 
de grandeur et de limite et l'application des résultats de cette 
élude aux théories de l'argument et de la fonction. Le j.ioblème 
qui touche à la théorie de la connaissance, je cro^ - l'avoir 
résolu ad-assem, et ce qui garantit entre autres choses la 
rigueur de la solution c'est qu'elle explique, de la façon la plus 
naturelle les paradoxes qui se sont montrés tout récemment 
dans l'analyse. 

Le concept de la limite analytique, ou (car en définitive il 
ne s'agit que de cela) celui de la limite de la fraction décimale, 
naît de certaines successions de représentations, qui ont, 
comme je le montrerai dans une autre occasion, une signifi- 
cation bien plus large encore. Selon qu'on coupe, d'après 
certains principes, ces suites de représentations ou que Ton 
fait atteindre à la pensée leur terme idéal, il naît une double 
forme d'intuition dont on peut suivre la ligne de démarcation 
à travers toutes les spéculations de la théorie de la connaissance. 



— 19 — 

Les représenlations, éléments simples delà pensée, et dont 
la succession accompagne et régit tout acte mental, étant les 
matériaux primitifs de toute étude qui porte sur la théorie de 
la connaissance, doivent être précédées, comme notre étude 
sur les concepts analytiques fondamentaux, d'une définition 
suffisante du mot « représentation » (Vorstellung), 

En effet le sens de ce mot, quoiqu'il soit d'un fréquent 
usaçe, ne paraît pas être établi avec la rigueur que demandent 
son importance fondamentale ainsi que la multitude et la variété 
immense des individus qu'il embrasse. Car il ne s'agit pas 
seulement des représentations visuelles, de celles de l'ouïe et 
des autres sens, mais aussi, par exemple, des représentations 
de douleur, de gaîté, de colère, de volonté, etc.. Bref, on peut 
dire que tout phénomène psychique, qu'on l'appelle perception, 
sensation, volition, est également une représentation, ou, pour 
parler plus exactement, fournit à l'esprit une représentation 
de lui-même. Or, comment préciser et délimiter ces concepts ? 
— Voici mon opinion : 

Est une représentation toute aperception qui peut devenir 
un objet du souvenir, et sous la forme même quelle affecte, à 
l'instant ou la mémoire la reçoit. Et je comprends naturellement 
aussi, dans la totalité des représentations, tout souvenir qui, 
par le travail de la pensée, s'offre à la conscience. 

Ainsi se réunissent sous un môme principe simple et bien 
défini les représentations qu'on peut nommer directes et qui 
sont les impressions immédiates de nos sens, devenues cons- 
cientes, et les représentions indirectes tirées du souvenir. 

TûbingeHy Février 1882. 



Des concepts de grandeur et de limite 



Remarques préliminaires et énonciation la plus simple 

du problème principal 



Par concept de limite , on entend un certain mode de 
raisonnement en vertu duquel, de la nature d'une suite de 
valeurs susceptibles d'être mesurées ou observées on conclut 
à l'existence d3 valeurs qui échappent à toute perception et 
dont Texistence ne peut jamais se démonlrer au sens ordinaire 
du mot. Malgré tout, d*ailleurs, nous sommes habitués h nous 
contenter sans sourciller de cette conclusion que nous appli- 
quons constamment. 

Celle Façon de conclure à rexislence cfToctive d'objets que 
ne peut atteindre aucune perception immédiate ou médiate, 
csl, comme on sait, familière h certaines sciences, ou l'on fait 
appel à une manière commune h tous les hommes de concevoir 
par intuition et de sentir. Mais ne faut-il pas s'étonner qu'une 
forme de pensée, qui est à peine plus rigoureuse, doive servir 
à consolider les notions fondamentales les plus indispensables 
et les plus fécondes des mn thématiques, c'est-à-dire, précisé- 
ment d'une science qui plus que toutes les autres, se fait gloire 
de la rigueur la plus méticuleuse et la plus nette, et qui chaque 
jour se montre incontestablement plus digne de sa réputation ? 

Quel mathématicien pourrait nier que (surtout dans l'idée 
qu'on s'en fait ordinairement) le concept de limite et ses 
proches parents, ceux de l'illimité, de l'infiniment grand, de 
rinflniment petit, des irrationnelles, etc.. manquent encore de 
solidité ! Le professeur, qu'il écrive ou qu'il parle, a coutume 
de parcourir à pas rapides cette périlleuse introduction à 
l'analyse, pour se promener d'autant plus aisément sur les 
chemins si commodes du calcul. 
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En vérité, on fait rarement fausse route, quand on cherche 
les choses les plus curieuses en dehors des chemins que suit la 
foule: Eh bien, nous nous proposons de parcourir précisément 
ce terrain qu'évitent les autres. 

Comme c'était à présumer, nous reconnaîtrons bientôt que 
les difficultés inhérentes aux concepts que j'ai mentionnés plus 
haut ne sont pas de nature mathématique ; elles seraient sans 
cela aplanies depuis longtemps ! Elles ont bien plutôt leur 
origine dans les éléments simples de noire entendement, dans 
les représentations. 

La solution de l'enîgme, si je ne me suis pas trompé, est, 
que c'est et ce sera toujours une énigme , seulement, cette 
énigme est, me semble-t-il, ramenée à son expression psycho- 
logique la plus simple. L'observation la plus tenace de notre 
pensée et de ses rapports avec la perception ne nous conduit 
pas au-delà de la constatation que voici : Il y a, pour l'esprit, 
deux manières tout-à-fait distinctes de saisir les choses, qui 
ont un droit égal à être prises pour l'intuition fondamentale de 
la science exacte, parce que aucune des deux n'apporte de 
résultats absurdes, du moins tant qu'il s'agit des mathémati- 
ques pures. El lorsque, dans d'autres sciences, l'une de ces 
deux formes de pensée semble aboutir à des contradictions, la 
majorité des penseurs a préféré jusqu'à nos jours supporter 
cet inconvénieni, plutôt que de renoncer à l'intuition corres- 
pondante du monde. 

Toujours est-il fort surprenant, qu'alors que tout ce qui 
pouvait cacher la vérité a été éliminé et qu'on peut s'attendre 
a en contempler enfin l'image cfaire et nelte, elle nous apparaît 
sous une double forme. Celui qui le premier a vu à travers un 
cristal transparent la double image de l'objet simple, n'a pu 
en faire témoins ses amis avoc plus d'émotion que j'en ai moi- 
même à cet instant, oîi, arrivé au terme de l'examen le plus 
scrupuleux et le plus infatigable, je dois me résoudre à exposer 
au lecteur le double mode d'intuition des principes fondamen- 
taux de notre science. 

Ces deux modes de représentations, je les nomme, me 
rattachant en cela à des concepts familiers. Idéalisme et 
Empirisme. Pour les caracténser tous deux en peu de mots, 
ridédlisme croit à la vérité de certaines formes limites de nos 
idées exigées par notre entendement, mais qui sont en dehors 
do toute perception et de toute représentation sensible ; l'Em- 
pirisme est le système de complète abnégation, il n'admet 
comme existant ou comme correspondant à l'existence, que ce 
qui peut-être perçu ; il ne se confond ainsi en aucune façon 
avec le pyrrhonisme classique. 
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Nous avons indiqué dans le concept de limite le problème 
auquel reviennent nos recherches actuelles, il nous faut main- 
tenant en montre]* plus nettement Tobjet. 

En cherchant à donner h la question la forme la plus 
générale et la plus abstraite, au sens d'une règle de calcul qui 
se continue indéfiniment ou d'une opération dile inliaie, nous 
apercevrons lout de suite aussi la forme la plus simple du 
raisonnement dont les formes variées qu'il affecte dans Tana- 
lyse n'ont pas toujours été. jusqu'ici à l'abri du reproche du 
manque de rigueur. Et, dans cette forme simple, il faudra 
ensuite analyser cette conclusion jusqu'à complcle salisfaction 
de notre soif de connaître, qui, de son côté, doit se calmer en 
présence d'une limite efl'ective de nolve jiouvolr de connaître. 



Des principes et méthodes 
de l'analyse où le concept de limite forme l'hypothèse essentielle 



Nous désignerons par f (x) une suite de représentations 
liées à une autre suite de représentations x de telle manière 
que, à chaque représentation particulière, x, corresponde une 
représentation particulière f (x). A cette forme la plus générale 
du concept de fonction ou dépendance uniforme répond aussi 
la manière la plus générale d'arriver au concept mathématique 
de la limite : Il sufiît d'imaginer, sous les représentations, des 
états comparables numériquement à d'autres de même espèce, 
de telle façon qu'on puisse substituer à ces représentations ou 
à ces états leurs mesures numériques, ce qu'on appelle leurs 
valeurs, x désigne alors une suite de grandeurs qu'on peut 
exprimer en nombres. Nous imaginons ensuite, pour expliquer 
le concept.de limite, qu'elles augmentent jusqu'à dépasser 
finalement toute borne, à peu près comme le temps qui s'écoule 
depuis un instant déterm'né jusqu'au présent qui recule 
indéfiniment. Il y a cependant une différence, c'est que l'ac- 
croissement de nos grandeurs n'a pas besoin de passer par 
tous les degrés, elles peuvent procéder par bonds, comme 
font les aiguilles sautantes de certaines horloges, ou passer 
par des suites de valeurs se succéclant sans règle et d'une 
manière absolument quelconque. Si maintenant il existe une 
grandeur déterminée Y, dont, x croissant, f (x) s'approche 
indéfiniment, de telle façon qu'il existe toujours des valeurs 
suffisamment grandes de x, pour que à partir do ces valeurs la 
différence Y — f (x) devienne et reste ensuite plus petite que 
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n'importe quelle grandeur si petite qu'on Timagine, Y s'appelle 
la limite de f (x) et on écrit : 

Y = limf][x). 
Ainsi, X croissant par des valeurs quelconques, 1 est la limite de 

, et X prenant toutes les valeurs entières, 2 est la limite 

de 1 H — g-+ X"^"'***"§x"' Enfin, zéro est la limite de '-. 

Au contraire il n'y a pas do limite, par exemple, à la série des 
nombres entiers 1,2,3, ... pas de limite non plus, par consé- 
quent, à la suiie de tous les nombres x, quand ce symbole 
représente tout nombre entier ou fractionnaire. Les phénomènes 
périodiques, comme les révolutions sidérales, n'ont pas de 
limite, supposé que le mouvement des planètes reste dans 
l'avenir ce qu'il a été dans le passé. Le concept général de 
fonction comprend aussi : les opérations dites infinies ; par 
exemple , les séries et les produits infinis , les fractions 

continues, les intégrales, etc Dans les séries et les produits 

infinis, x désigne, comme dans Texemple cité plus haut, le 
rang du dernier élément auquel on limite provisoirement 
l'opération. 

Presque à chaque pas dans l'analyse on se trouve en face 
de cette question : Telle ou telle fonction f (x) a-t-elle ou non 
une limite, lorsque x ou bien tend vers une valeur déterminée 
ou bien croît indéfiniment ? L'analyse nous pose si souvent 
cette question que, pour la résoudre, il s'est amassé dans le 
cours des années un trésor extrêmement abondant de proposi- 
tions, de règles et de théories, dont quelques unes nous sont si 
familières que nous les appliquons inconsciemment comme les 
règles du calcul élémentaire. Dans les opérations infinies, dont 
je viens de parler, on nomme critérium de con\ergence ou de 
divergence les règles qui décident de l'existence ou de la non 
existence d'une limite. 

Mantenant, toutes les propositions, règles ou théories , 
semblent pouvoir être considérées comme transformations et 
raisonnements purement mathématiques, grâce auxquels dans 
le cas môme le plus compliqué, apparaît toujours certain 
critérium extrêmement simple qui résoud immédiatement la 
question de l'existence d'une limite. Ce critérium est fourni 
par la proposition suivante qui certainement est très acceptable 
quand même on la laisserait sans démonstration : 

Si la différence f(Xi) — (fx) (xi > x), « partir d'une valeur 
suffisamment grande de Xi et pour des valeurs arbitraires de 
la différence Xi — x, reste au-dessmis d*un nombre choisi aussi 
petit qu'on a voulu, la fonction f (x) a une valeur limite déler- 
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mmée. Mais si, p mr n'importe quelle valeur de x, si grande 
qu'elle soit, on trouve pour f(xi) — f(x) (toujours x, > x^ des 
valeurs supérieures à un petit nombre quelconque mais indé- 
pendant de la variation de x, f(x) na pas de limite. 

Cette proposition n'est d'ailleurs qu'une extension de la 
règle générale pour la convergence des séries donnée par 
Cauchy : Pour que la série Wi + i*i +. . , . soit convergente, 
il faut et il suffit que t^m + t^m+i +• • • • "n ait la limite zéro, 
quand m et w croissent indéfiniment. 

Je nomme la proposition concernant [\\) le principe général 
de convergence et de divergence, parce qu'en effet je trouve 
que dans tous les raisonnements concluants, de moi connus, 
touchant la limite, on finit toujours par reconnaître que dans 
cette règle réside la force de la démonstration. 

On peut affirmer que ce principe, de concert avec la déQ- 
nition de la limite d'après laquelle il faut concevoir une 
grandeur Y dont la différence avec f(x) tombe, au-dessous de 
toute quantité quand on fait croître x, leprésente phychologi- 
quement une grande partie du domaine mathématique, tout au 
moins la partie de ce domaine qui traite des difûcultés inhé- 
rentes aux concepts. Dans ce sens, nous pouvons dire que 
notre recherche sur les concepts fondamentaux des mathéma- 
tiques revient à la complète intelligence de ce principe. 

Il comprend deux parties, l'une affirme l'existence d'une 
limite et Tautre l'exclut sous une condition déterminée. Le 
concept de limite est ainsi chaque fois supposé. En réalité, il 
s'agit avant tout de la première partie parce que des voies 
purement mathématiques conduisent de la première à la 
seconde. Maintenant, on peut démontrer la proposition, de 
même que la règle fondamentale de Cauchy, très facilement 
de plusieurs manières et cerlainementavcc ce degré de rigueur 
dont peuvent se flatteries démonstrations d'autres principes 
connu*. Mais si, dans de pareilles démonstrations on revient de 
plus en plus aux idées élémentaires dont elles sont formées, 
et qu'à, chaque conclusion on se pemande à nouveau si elle 
est bien satisfaisante, on découvre alors dans chacune d elles 
au moins un point qui correspond à une lacune dans la suite 
de nos représentations, où sans transition quelque chose 
survient dont on ne cherche même jamais à démontrer l'exis- 
tence. Ce quelque chose est la limite même. Si près de nous 
qu'elle soit placée, un abîme insondable nous en sépare tou- 
jours ; la continuité des représentations est interrompue quel- 
que part. On atténue ce fait en disant : passer à la limite, pour 
exprimer le saut que l'on fait par dessus cet abîme, mais ce 
mot indique bien à quel point on a conscience d'une lacune. 
En effet, si on ne connaît pas déjà la limite d'une fraction, 
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comme dans nos exemples simples donnés plus haut, mais 
que, la condition posée par le principe général étant remplie, 
on affirme que la fonction doit avoir une limite, voici alors 
exactement le sens de ce qu'on affirme : Le symbole \(x) crée 
ou engendre une grandeur dont on ne savait rien jusqu'ici et 
qui, sans l'opération f(x), n'avait pas besoin non plus d'exister. 
Mais en quoi consiste une grandeur limite ainsi engendrée ? 
Comment doit-on la concevoir ?... 

11 1 

Si, par exemple la série, ^ + "t "1" 5~5 ^~ o *> o + • . . a 

pour limite 2, c'est-à-dire un nombre, comme on peut l'établir 
facilement en faisant voir que ce nombre satisfait à la condition 

de la limite, c'est-à-dire que la différence 2 — ( 1 +-^+. . -^A 

quand n croît indéfiniment, devient aussi petit qu'on veut, 
aucun homme n'a encore vu le nombre ou la fraction décimale 
ou une autre chose quelconque qui représente la limite de la 

11 1 

suite i + -n- + ô~T7 + 2 Q Â "!"••• Personne n'a vu le résultat 

numérique de l'extraction de la racine carrée de 2, supposée 
prolongée indéfiniment, résultat que nous désignons par |/'2 
pour effectuer sur ce symbole toutes les opérations aussi 
naturellement, par exemple, que sur le nombre 2 lui-môme. 
Si cependant on affirme que ces limites existent, ou bien cette 
affirmation est fausse, ou bien elle a besoin d'une explication 
qu'on cherche vainement dans les ouvrages de mathématiques 
spéciaux et à plus forte raison dans les écrits philosophiques 
qui s'y rapportent. 

Toutefois, la formation de la limite par la variation absolu- 
ment indéterminée d'une fonction f][x) (c'est ainsi que nous la 
supposons jusqu'ici) est évidemment comme l(x) elle-même 
un ensemble très vaste de représentations où nous nous effor- 
cerons plus tard d'apporter de l'ordre dans le chapitre qui a 
trait au principe général de convergence et de divergence. Il y 
a un cas particulier du principe général, suivant lequel une 
fonction qui varie toujours dans le même sens (•) et qui n'aug- 



(*) Expression abrégée pour désigner une fonction qui ne fait qu'aug- 
menter ou que diminuer chaque fois qu'elle varie. Cela n'exclut pas qu'elle 
soit constante dans des intervalles entiers ou partout. C'est ce que 
I.ejeune-Dirichlet voulait désigner en disant : la fonction ne diminue jamais 
ou n'augmente jamais. (Dovc's Report. Bd 1, Darstellung Willkûhrlicher 
Functionen durch Reihen). M. Neumann a proposé naguère d'appeler 
monotones, des fonctions soumises aux restrictions en question, et nous 
ferons aussi usage de ce terme, où cela paraîtra convenable. 
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mente ni ne dimminue au-delà de toute limite, doit nécessaire- 
ment avoir une limite déterminée. II conviendrait déjà bien 
mieux, comme représentation plus simple, à la recherche de 
Torigine du concept de limite, et enfin il présente lui-même 
dans un cas tout spécial un mode de construction de la limite 
bien plus simple encore grâce auquel, comme je le montrai 
aussi dans le chapilre cité, la lacune que j'ai relevée dans 
la déduction des propositions générales se trouve diminuée. 
J'ai en vue l'expression habituelle de ce qu'on nomme les 
irrationnelles à l'aide de fractions décimales illimitées. Elle 
équivaut ainsi, pour nous, à l'expression la plus simple de tout 
ce qui dans l'analyse des opérations infinies apparaît encore 
en définitive comme non démonlré. 

Dès que l'origine de la limite de la fraction décimale n'aura 
plus d'obscurité pour nous, le charme sera rompu et l'analyse 
sera maîtresse chez die. Elle gouvernera alors aussi aisément 
et sûrement dans l'immense variété des rapports de grandeurs, 
que l'a fait de tout temps la théorie des nombres entiers, 
dans son domaine plus étroit. 

On le voit, les réflexions que suscite le mode de raisonne- 
ment fondé sur le concept de limite pourraient déjà être 
soulevées par les opérations arilhmétiques les plus usuelles, 
comme le développement d'une fraction décimale illimitée. 
Seulement,dans les mathématiques élémentaires où les fractions 
décimales illimitées ne servent tout au plus qu'au calcul, 
qu'est ce qui aurait pu éveiller le soupçon que tout n'y est pas 
absolument net ? L'examen du problème de la limite qui va 
suivre a été bien plutôt amené par certaines combinaisons 
nouvelles et hardies qui prennent naissance quand on tran- 
sporte aux variations des fonctions les différences infiniment 
pelites du « continuum i des nombres, et c'est précisément 
dans ces combinaisons qu'ont paru surgir des difficultés de 
conception insurmontables. 

En effet, Fourier qui, en donnant aux géomètres des 
exemples nombreux de discontinuité des fonctions, nous a 
mis sur la voie de la notion moderne de la fonction analy- 
tique, ne connaissait pourtant que des fonctions continues, 
comme celles que l'on avait étudiées jusqu'à lui , et ne 
présentant que dans des points isolés des interruptions de 
continuité, à savoir des changements brusques de valeur. Celle 
représentation trop restreinte des fonctions, comme devant, à 
l'exception de quelques points isolés, varier d'une manière 
continue à l'instar des fonctions algébriques et des transcen- 
dantes les plus simples, c'est Lejeune Dirichlet, que je sache, 
qui le premier en a fait sentir i'insuffisnnce. Mais ces idées 
préconçues sur la marche des fonctions n'ont disparu pour tout 
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de bon que devant les fonctions continues qui n'admettent pas 
de dérivées, et les fonctions toujours discontinues et pourtant 
intégrables fonctions qui ont été sauvées pour la science, du 
trésor d'idées qu'un des plus profonds et malheureusement des 
plus laconiques chercheurs de ce siècle a emporté dans son 
tombeau prématuré les unes, par des élèves dignes de son 
enseignement, les autres, par une circonstance heureuse. 

Vue rapide sur la recherche qui va suivre 

» 

Une recherche aussi sérieuse que celle que nous allons 
faire sur la démonsUation du concept de la limite, devrait 
raisonnablement se demander avant tout : En quoi consiste 
une démonstration mathématique ? Quel critérium la fera 
déclarer satisfaisante ou défectueuse? Laissons pourtant de 
côté ces questions embrouillées. Je crois que pour .juger la 
valeur d'une démonstration, on peut aujourd'hui s'en fier au 
sens logique, devenu depuis quelque temps beaucoup plus 
délicat, d'un malhémalicien de profession. La définition scien- 
tifique de la démonstration mathématique, réussira peut-être 
un jour par une voie analogue à celle qu*a ouverte la logique 
du calcul de Boole, que M Sohroedcr, en la remaniant, nous 
a rendue plus accessible. 

11 est pourtant bien évident que, pour démontrer ou conce- 
voir, il faut relier à une représenlalion initiale déjà existante 
ou à un concept (c'est-à-dire à l'ensemble de qualités communes 
à une classe de représcnlations) une représenlalion finale, qui 
est précisément l'objet nouveau à démontrer ou à concevoir, 
etcelaà l'aide d'une chaîne de représentations dontla génération 
successive et continue no surprend jamais, jamais ne trouble 
la quiétude de noire conscience attentive. Pour concevoir, 
l'esprit remontera do la représentation nouvelle h la repré- 
sentation initiale ; pour démontrer, il suivra lo chemin inverse. 
En tout cas, notre étude qui porte sur les valeurs numériqurs, 
exige que nous mettions tout d'abord en pleine lumière la 
représentation première ouïe concept initial, qui ne peut être 
que le concept de la grandeur d'une façon générale et tout 
particulièrement, pour parler avec plus de précision, de la 
grandeur mathématique considérée surtout dans son rapport 
avec le nombre. 

Après avoir solidement établi le concept de grandeur 
mathématique nous pourrons attaquer notre problème princi- 
pal, le concept de limite, ou tout simplement, la recherche de 
la limite d'une fraction décimale. Là, notre pensée devra, 
conjme nous l'avons dit, suivre deux voies différentes. Nous 
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tâcherons de décrire deux modes d^ialuitioa absolument 
opposés TuQ à l*aulre, dont aucun cependant ne saurait avoir 
notre préférence. Pour les développer aux yeux du lecteur 
tout-à-fait indépendamment Tun de Tautre avec leurs pro- 
positions inconciliables, j'ai adopté une forme particulière 
d'exposition. 

Que le lecteur veuille bien se supposer par la pensée dans 
le cas suivant. Après que je me serais par occasion, entretenu 
avec deux savants amis sur les intuitions fondamentales de 
Tanaly^se, je les aurais priés de me communiquer leurs idées 
par lettre avec plus de détails, ce qu'ils m'auraient promis de 
faire de bonne grâce. Ensuite j'aurais, avec leur permission, 
soumis à chacun des deux les communications de l'autre, et 
j'aurais ainsi provoqué cet échange écrit d'opinions que je me 
permettrai de soumettre au lecteur, après avoir analysé le 
concept de grandeur. Je me suis efforcé de faire raisonner mes 
deux interlocuteurs avec la même rigueur, et il ne dépend donc 
pas de ma bonne volonté que le lecteur réussisse à montrer 
une faute de logique dans les raisonnem» nts de l'Idéaliste ou 
de l'Erapiriste. L'Idéaliste prendra le premier la parole. 

L'idée, suivant laquelle deux modes d'intuition essentielle- 
ment distincts pour les concepts fondamentaux de l'analyse, 
sont non-seulement indiqués dans ce qui suit, mais réalisés 
méthodiquement, peut d'une manière générale s'entendre 
ainsi : à l'égard des limites, ou termes hypothétiques de nos 
suites de représentations qui ne sont graduées qu'en plus ou 
en moins, nous avons coutume de prendre posilion de diffé- 
rente manière suivant nos dispositions naturelles ou notre 
éducation ; aucune raison logique n'entrave la liberté de notre 
choix. Cette pensée semble d'ailleurs êlre aussi un excellent 
guide dans les principes fondamentaux d'autres domaines de 
la connaissance humaine, comme je me propose de le montrer 
sous peu dans un travail spécial. 

Il en est de la limite du nombre décimal sur laquelle la 
foule ne voit ni ne veut accueillir l'ombre d'un doute, comme 
du fameux axiome d'Euclide. 

A quels efforts ont dû s'astreindre les esprits les plus 
distingués pour démontrer chacune des vérités dont l'évidence 
apparaît spontanément à un garçon charpentier ! Mais le but et 
le bénéfice de ces recherches ne turent pas seulement une pure 
certitude géométrique, mais une intelligence plus profonde du 
mécanisme de la pensée humaine. Car, pour trouver l'origine 
de ces intuitions géométriques naturelles, il fallait analyser 
la représentation d'espace qu'a l'esprit humain et remonter 
jusqu à la manière dont il l'a acquise. 
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La conclusion des considérations suivantes, qui doivent 
servir d'introduction à la théorie générale des fonctions, sera 
fournie par la théorie mathématique du concept de limite et du 
principe général de convergence. C'est seulement après une 
aussi longue traversée sur une mer philosophique, que nous 
foulerons pour la première fois avec cette question un terrain 
mathématique, et il ne nous arrivera plus désormais, — ce 
sera le résultat de noire élude sur les concepts — de sentir ce 
sol nous manquer sous les pieds. 



CHAPITRE I 



Des Grandeurs ou Quantités mathématiques 



INTRODUCTION 



Par grandeur ou quantité mathématique (quanlum, quan- 
titas, Grosse) on entend une qualité commune h des objels de 
différentes espèces, par rapport à laquelle ils sont comparables 
numériquement, comme leur longueur ou leur poids. Cepen- 
dant toutes les suites de représentations qui peuvent être 
soumises aux opérations mathématiques sont loin d'être 
comprises dans cette définition. Généralement parlant, il faut 
entendre par grandeur ou quantité mathématique l'ensemble 
d'une suite de représentations soumises au moins aux conditions 
suivantes : 1° Chaque représentation isolée occupe dans cette 
suite une place suffisamment déterminée ; 2° Entre les grandeurs 
de la suite ou entre ces grandeurs et celles d'autres suites 
également ordonnées, il existe des rapports qui peuvent être 
combinés et donner naissance à de nouveaux rapports. 

Seulement, hâlons-nous de le dire, avec ces définitions 
générales, que l'on formule de manière à ne laisser échapper 
aucun cas particulier, on n'avance guère. Car pour parvenir de 
là à une idée claire et précise du concept de la grandeur 
mathématique dans le sens ordinaire qui est, et qui restera 
la notion fondamentale de la géométrie, de la mécanique, et 
n'en doutons pas, aussi de l'analyse abstraite, il faudrait res- 
treindre la définition générale, jusqu'à ce qu'elle s'adaptât au 
concept voulu. Cette manière de procéder que l'on trouve chez 
quelques auteurs a un défaut capital. C'est que, au fond, pour 
savoir où s'arrêter en restreignant la définition générale, il faut 
déjà être en possession du concept final. Aussi les résultats 
que l'on obtient de cette manière me paraissent-ils peu satis- 
faisants, assez vagues et même contradictoires selon qu'ils se 
fondent sur différentes idées préconçues. 
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Pour comprendre à fond les concepts puissants qui domi- 
nent toute la pensée comme ceux de Tespaco et du temps et 
aussi des concepts moins vastes quoique encore très bien 
délimités, tels que celui qui nous occupe, il paraît plus naturel 
et même plus intéressant de procéder de la manière inverse, 
en essayant de remonter à Torigine du concept, d'examiner 
attentivement par quelles abstractions il peut s'être formé, de 
le poursuivre dans les différents domaines de la connaissance 
où il se manifeste, et d'établir enfin solidement les caractères 
communs de ces différentes manifestations. Ce n'est qu'ainsi 
qu'un concept à ramifications si riches et si délicates, comme 
celui de la grandeur mathématique , peut être finalement 
débarrassé de tout accessoire, ce ^ui doit être notre but. Car 
les grands concepts présentent en général deux états de déve- 
loppement bien distincls, dont le premier est commun à tous 
les hommes, et l'autre, de nature scientifique, tend à une 
détermination exacte du concept commun. Ceci peut être fort 
difflcile, à la vérité, comme par exemple s'il s'agit du concept 
de matière organisée, ou de règne végétal ou animal : Quelque 
manifeste que soit la différence entre un lion et un pommier, la 
science n'a pas encore réussi à tracer la ligne de séparation 
entre le règne animal et le règne végétal. 

Nous donnons dans cet ouvrage deux exemples de la 
méthode indiquée. Celui qui va suivre sur le concept de la 
grandeur, et plus loin l'examen du concept de la limite. Mais 
nous nous proposons de soumettre ailleurs à une analyse sem- 
blable d'autres concepts, à savoir ceux de l'espace et du temps 
et les concepts mécaniques de force, etc. 

Quant à la présente recherche, nous serons assez vite con- 
duits à une forme fondamentale du concept mathématique de 
grandeur qui domine non seulement le monde extérieur, mais 
aussi la vie intérieure de l'âme. 

Les quantités mathématiques linéaires, c'est le nom que je 
donne à cette forme fondamentale, sont les propres racines de 
l'analyse, par lesquelles elle tire continuellement une nouvelle 
nourriture de sol natal, l'étude de la nature. Mais, d'un autre 
côté, nous saisirons plus nettement l'essence de grandeurs 
mathématiques d'une autre espèce si nous les comparons aux 
grandeurs linéaires, et si nous cherchons par quelles propriétés 
elles en différent. 

La grandeur mathématique peut, par sa nature, ne prendre 
que des valeurs discontinues, comme le nombre d'objets, 
Anzahly ou bien elle correspond è. une espèce de représentations 
passant d'une manière continue de l'une à l'autre, comme cela 
a lieu pour les longueurs. Ceci trace pour nous, il est vrai, une 
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ligne de séparalion de chaque côté de laquelle nous porterons 
bientôt notre observation. Celte ligne pourtant, comme on le 
reconnaîtra bientôt, ne réalise pas h proprement parler une 
scission dans le concept de grandeur, parce que la quantité 
mathématique continue dont il s'agit essentiellement no peut 
servir h mesurer qu'après l'introduction du concept de nombre, 
et parcequ'ainsi le concept de grandeur continue dans son déve- 
loppement scientiQque suppose celui de grandeur discontinue. 

1. — Quantités mathématiques discontinues. —Maintenant, 
pour en venir tout de suite aux quantités mathématiques 
discontinues, le concept de nombre d'objets (c'est h cette 
espèce de grandeurs discontinues que nous voulons ici borner 
nos considérations) a son origine dans la représentation do 
l'état isolé des objets de la perception ; et on s'explique sur 
ce concept à l'aide de mots ou de signes par lesquels on 
exprime le nombre d'objets et qui s'appellent les nombres. 

Le concept du nombre d'objets est tout-à-fait indépendant 
de l'espèce des objets. Raphaël, un théorème, un canon, font 
ensemble Irois objets. Le nombre d'objets est donc, pour 
ainsi dire, ce qui subsiste dans notre pensée, lorsque tout ce 
qui distinguait les choses s'évanouit, et qu'il n'y a plus dans 
l'esprit qu'une représentation, à savoir que les choses étaient 
distinctes; il mesure combien de fois notre conscience a reçu 
Une impression distincte. Tl suit immédiatement de ]h que les 
objets séparés, lorsqu'ils sont identiques ou qu'ils ne différent 
presque pas les uns des autres, éveillent immédiatement la 
représentation du nombre, car l'impression des différences n'a 
pas besoin de s'effacer, elle ne se Torme même pas. Gela suppose 
pourtant que l'attention n'est pas absorbée par la configuration 
géométrique des objets, à plus forte raison qu'elle ne se porte 
pas de prime abord sur leur ordre. 

2. — Eclaircissements sur la formation du concept. — Le 
mode de provenance, qui vient d'être indiqué, du concept du 
nombre d'objets, est commun à peu près à tous les concepts. 
Toutefois il semble à propos, au commencement d'une série 
de déterminations de concepts , de dire comment je me 
représente la formation du concept. Les concepts naissent là 
oh des traits communs à un groupe de représentations éveillent 
et captivent notre attention. La variété de ces représentations 
s'efface ou, comme l'écrit Jean Mtiller, s'obcurcit devant notre 
conscience. Lorsqu'ensuite le concept, (c'est-à-dire l'ensemble 
de ces caractères communs), persiste dans notre pensée, il se 
fixe dans ses traits essentiels, dans nos représentations et 
notre souvenir, au mot ou au signe à l'aide duquel le langige 
ou la science le désigne. Si ou veut remonter au contenu réel 

3 
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du concept, on fait reapparaître devant la pensée une ou 
plusieurs des représentations particulières d'où étaient abs- 
traits les caractères communs. Aussi peut-on observer sur 
soi-même que des concepts pour lesquels il n'existe encore ni 
mot ni signe se rattachent à une certaine représentation 
émergeant d'une façon particulière du groupe auquel elle 
appartient, représentation qui leur sert ainsi de signe. C'est 
bien là d'une façon générale le début de la formation du 
concept et de la forme la plus vraisemblable de ce concept 
chez ceux qui pensent sans la faculté de parler. 

Les caractères communs à une suite de concepts se réunis- 
sent ensuite pour former un nouveau concept plus général et 
par cela même plus pauvre et ainsi de suite. 

3. — Quantités mathématigues discontiiiiies (suite). - Le 
concept du nombre exprimé par des chiffres ou par des mots 
appartient de sa nature à ceux qui se sont le plus détachés 
des représentations réelles qui les ont engendrés. Cela tient 
à ce que on ne peut se faire une représentation réelle que de 
tout petits nombres. 11 y a peu d'hommes qui, du premier coup 
d'oeil, puissent reconnaître un nombre d'objets convenablement 
choisis, (par exemple de boules de même forme et de même 
couleur,) — qui dépasserait cinq ou six. J'admets là que 
l'ordre géométrique des objets s'est trouvé autant que possible 
le même pour les différentes collections d'objets, que par 
exemple ils sont' rangés à peu près en ligne droite. Dans la 
disposition uniforme sur une ligne droite ou même dans la 
disposition sur un cercle, où de plus il manquait un point de 
départ nettement distinct, Dahse ne pouvait, à ce qui m'a été 
dit, compter du premier coup d'oeil qu'un nombre remarqua- 
blement plus petit que lorsque les objets étaient distribués sur 
une surface plane, où ils formaient des flgures géométriques 
irrôgulières qui les lui rendaient plus faciles à compter. 

Ainsi admettons que nous ayons une représentation nette 
des nombres à peu près jusqu'au nombre sept, nous pouvons 
alors, jusque là, faire correspondre le concept de nombre 
d'objets à une suite de représentations particulières, comme 
nous pouvons faire correspondre le concept chêne à la repré- 
sentation de tous les chênes que nous avons dans notre 
souvenir. Au-delà de ce chiffre nous avons bien des représen- 
tations réelles de pluralilés plus ou moins grandes, mais 
cependant les représentations de nombres un peu grands se 
rattachent à la représentation du dénombrement; 31 , par 
exemple, n'est pas une représentation tirée directement de la 
perception, mais elle suppose le fait préalable du dénombre- 
ment. 
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Or le dénombrement lui-même exige, quand on dépasse 
notablement le nombre 20, c'est-à-dire le nombre des doigts 
des mains et des pieds, un système de numération et par 
conséquent un certain degré de développemeut scientifique. 

Le concept de nombre montre ainsi nettement tout d'abord 
deux degrés de développement dont le second comporte des 
commencements de science et ensuite un troisième complète- 
ment scientifique. 

Au premier, degré de développement nous trouvons les 
commencements les plus grossiers de la mesure des pluralités 
à l'aide de nombres ; ils se rattachent aux représentations 
tirées directement de la perception de tout petits nombres 
comme peuvent en avoir aussi les animaux, qui se mettent en 
défense contre plusieurs ennemis autrement que contre un seul. 
D'après des rapports concordants sur les peuples non civilisés 
de Tépoque actuelle, ainsi que sur les époques antérieures à 
toute civilisation, cette numération primitive consistait simple- 
ment dans la comparaison avec les nombres des doigts des 
mains et des pieds. Nous en avons encore un témoignage dans 
notre système décimal de numération, ce détestable héritage de 
nos pères, — Le développement ultérieur du concept de nombre 
a fourni la suite illimitée des nombres entiers, déterminée par 
cette circonstance que chaque nombre représente une collection 
contenant un objet de plus que la précédente, et a établi dans 
cette suite des points de repère qui permettent de mesurer 
toutes les pluralités. 

Enfin, le développement scientifique du concept de nombre 
s'est marqué dans la recherche des rapports entre les nombres 
entiers et a conduit finalement des règles de calcul les plus 
simples à la théorie des nombres. En vérité cependant, le 
chemin fut loin d'ôlre aussi direct. Bien au contraire, les 
commencements du développement scientifique du concept de 
nombre concordent avec ceux du concept de quantité continue, 
tous deux se sont d'abord développés et formés par les exi- 
gences qu'ils ont montrées l'un h l'égard de l'autre, jusqu'à ce 
que une pensée plus profonde se soit plu aux belles propriétés 
des nombres pour elles-mêmes et que, au cours des années, elle 
ait posé les germes multiples d'une science qui, dans les deux 
derniers siècles, a atteint un si riche développement. 

4. — Des quantités mathématiques continues. — Voici des 
exemples de grandeurs mathématiques continues: Longueur, 
surface, volume, poids, temps, vitesse, force, quantité de 
chaleur,intensité de lumière et de son, tension électrique, force 
de courant, etc. 
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Quand on parle des quantités mathématiques, on ne pense 
tout de suite qu'aux quantités géométriques, et, en particulier, 
à la ligne droite limitée en longueur, à laquelle on cherche à 
ramener les autres quantités parce que c'est incontestablement 
la représentation de cette espèce la plus simple, la plus inva- 
riable et la plus répandue. Ce n'est pas une représentation 
dans le sens déjà donné plus haut à l'occasion du nombre 
d'objets; c'est plus proprement un concept mais qui, ici, à 
rencontre du nombre, est si voisin le plus souvent d'une des 
représentations particulières d'où ii a été tiré que dans la 
pensée cette représentation y supplée. Ainsi l'un on y pensant 
se représente une arête ou la limitation d'un plan; pour. un 
autre la longueur apparaît sous la représentation d'un fil ou 
d'un trait ou d'un rayon. Enfin, on y voit aussi la trajectoire 
parcourue par un point mobile h la manière des étoiles filantes. 

Les quantités mathématiques continues que j'ai citées ont 
tout d'abord ceci de commun que leur mesure et leur compa- 
raison dépendent des perceptions du sens de la vue, ensuite 
que leur qualité comparai le ou mesurable devient toujours 
finalement l'étendue recliligne, et qu'elles se laissent, comme 
celle-ci, partager et combiner par addition. Observons, pour 
expliquer ceci, les représentations mesurables de la géométrie. 

5. — Caractères communs aux quantités déjà citées et aux 
quantités géométriques. — Sur la mosaïque d'un champ visuel, 
apparaissent des images telles que chaque morceau qu'on en 
découperait n'importe où possède les mômes propriétés que 
l'image complète. L'intuition la plus immédiate de telles pro- 
priétés nous est offerte par l'image de la lig;pe droite limitée. 
Mais ce serait une erreur de vouloir l'affirmer aussi d'un arc 
de cercle non rectifié, parce que le rapport de la corde à Tare 
ne reste pas invariable lorsque l'arc devient de plus on plus 
petit ; parce que, bien loin de lu, dans une division piijlongée 
de l'arc de cercle, la représentation cesse peu à peu d'être 
celle d'un arc et se change en celle de la ligne droite. 

Au contraire, il en est des surfaces planes uniformément 
colorées et éclairées, quelle qu'en soit la forme, comme des 
lignes droites ; seulement cela n'est plus le fait d'une intuition 
directe. L'analogie entre les propriétés mesurables des lignes 
droites et ia représentation de mesure qu'offrent de telles 
surfaces planes est rendue possible par l'intervention du concept 
nouveau de l'aire, c'est-à-dire de lexhaustlon d'une surface 
plane limitée d'une façon quelconque et du transport de ses 
portions de surface dans le cadre d'un rectangle, par exemple, 
dont la base serait fi.xe, tandis que la hauteur dans sa variation 
déterminerait à chaque instant l'aire du rectangle. Par cet 
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« épuisement » la comparaison et la mesure des surfaces sem- 
blables sont tout-à-fait ramenées à celles des longueurs. Si 
nous imaginons ensuite que notre représentation visuelle soit 
complélée par la représentation de l'espace, alors apparaît le 
concept de volume, dont nous exprimons la mesure à Taide 
d'une longueur, absolument comme nous l'avons fait pour l'aire. 
Ce concept, tout comme la longueur, jouit de cette propriété, 
que les parties sont de même nature que le tout auquel elles 
appartiennent, ou que n'importe quel autre tout de môme 
espèce. Dans les autres quantités mathématiques déjà citées 
on découvre également et sans peine la longueur qui fournit 
la mesure. Pour citer quelques exemples familiers : l'arc de 
cercle que décrit l'aiguille de l'horloge, une fois rectifié, fait 
dépendre le temps d'une longueur ; la graduation du levier de 
la bascule mesure le poids ; la force devient proportionnelle 
à l'énergie des phénomènes de pression et de mouvement, 
qui de leur côté peuvent ôlre immédiatement exprimés en 
longueur, etc. 

Maintenant, dans le cas où nos perceptions et nos observa- 
tions nous apportent une espèce de représentations qui ne 
différent entre-elles que par le plus ou le moins, nous nous 
sentons provisoirement satisfaits quand nous avons posé les 
divers degrés de cette représentation dans des rapports déter- 
minés avec les représentations mesurables de la géométrie, 
quand, par conséquent, nous y avons trouvé une longueur don- 
nant la mesure. Ceci nous apparaît, en effet, comme le premier 
pas fait vers l'intelligence mécanique des choses. Nous ne 
faisons en cela que suivre notre tendance à ramener ce qui est 
nouveau et compliqué, et par cela même trouble la quiétude de 
notre âme, à des choses vulgaires et familières, parmi lesquelles 
il faut compter en première ligne les représentations géomé- 
triques mesurables. Car, comparer et partager les étendues sont 
p our nous choses si naturelles que ces faits, comme le premier 
degré du concept de nombre d'objets, ne sont peut-être pas 
spéciaux à l'homme. Les concepts d'aire et de volume appar- 
tiennent aussi vraisemblablement aux premières acquisitions 
de l'esprit humain. L'espèce naissante pouvait les abstraire 
d'observations sans nombres. Le besoin d'étoffe pour les vête- 
ments et pour les couvertures des tentes, la capacité de 
difPérenls vases ou autres objets de même nature, la semence 
nécessaire à des champs, de formes et de grandeurs différentes ; 
ensuite, par les progrès de Tétat de société de l'homme, les 
concepts de propriété foncière et des mesures conventionnelles 
et une foule de choses semblables ont fait de Taire et du volume 
une des formes fondamentales d'intuition de notre esprit. 
L'enfant acquiert ces concepts, s'ils ne sont innés, par exemple, 
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en déchirant du papier et en jouant avec des vases qu'il remplit 
de sable ou de liquide. 

Les représentations mesurables de la géométrie forment 
donc le point de départ auquel revient sans cesse notre pensée 
dans ses déductions rigoureuses. Cette affirmation ne rencon- 
trera certainement pas de contradiction sérieuse, 

6. — Introduction du concept de quantité linéaire. — Les 

quantités citées jusqu'à présent ont donc une propriété com- 
mune remarquable; elles peuvent se ramener aux longueurs; 
leurs difTérences, leurs parties et leurs multiples sont de 
nouveau des quantités de même espèce, comme pour les. 
longueurs ; elles sont, comme les longueurs, susceptibles de 
prendre des états très petits ou très grands ; comme les lon- 
gueurs, ell3s sont comparables, mesurables. Je nommerai les 
quantités mathéraathiques de cette espèce : Quantités mathé- 
matiques linéaires. Mais il paraît convenable d'amplifier ce 
concept par rapport à l'étendue dans laquelle on fait corres- 
dre la quantité linéaire à une longueur, que rien ne nous 
oblige à considérer comme illimitée. 

Supposons donc établie entre une certaine quantité et une 
des quantités linéaires décrites tout-à-l"heure, par exemple, 
une longueur indéterminée, une relation telle que cette gran- 
deur soit une fonction continue de la quantité linéaire, (que 
cette relation puisse être observée ou qu'elle soit la conséquence 
d'un raisonnement, ou enfin qu'elle soit un exemple imaginé 
par nous dans une intention quelconque). Si cette grandeur 
en augmentant ou en diminuant en même temps que la 
longueur à laquelle elle correspond se change en une grandeur 
de même espèce, d'où il suit, puisqu'elle est supposée continue, 
c'est-à-dire croissant par degrés aussi petits qu'on voudra, 
qu'elle commence par zéro, il faudra la considérer alors comme 
quantité linéaire , dût-elle ne pas croître indéfiniment. On 
pourra^ en effet, la faire correspondre point par point au moins 
à la ligne droite iiinitée et, comme elle, à Vexeption de Vëten^ 
due, elle possédera les propriétés des grandeurs linéaires. 

La concentration, c'est-à-dire le rapport d'une quantité de 
substance en dissolution à une ([uantilé ^\xq d'un liquide 
dissolvant, nous fournit un exemple de grandeurs linéaires 
limitées. Elle peut varier entre zéro et Tinfini, mais aussi entre 
zéro et une valeur finie. Il peut aussi, comme pour Téther et 
l'eau , être nécessaire de considérer séparément les deux 
rapports, de l'eau à une quantité fixe d'éther, et de l'éther à 
une quantité fixe d'eau, pour faire de ces rapports des quantités 
linéaires selon notre définition. Un autre exemple de grandeur 
linéaire limitée est la probabilité d'être atteint à une distance 
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donnée du but du tireur. Si on la considère comme le rapport 
du nombre de coups s'égarant à cette distance à un nombre très 
grand de coups tirés, la différence de deux probabilités pareilles 
peut de nouveau être envisagée comme une probabilité. 

7. — Ce qui peut se graduer suivant l'éteudue ou l'intensité 
appartient aux quantités linéaires. — Toutes les espèces de 
quantités que nous pouvons considérer comme quantités 
mathématiques sont loin d'être linéaires, de sorte que notre 
tâche est tout d'abord d'acquérir au moins une idée approchée 
de la dissémination des quantités linéaires dans les différents 
domaines de la connaissance humaine. Cette lâche nous est 
facilitée par la remarque suivante : 

On a coutume, on le sait, de partager les espèces de quan- 
tités en deux catégories selon qu'elles sont graduées suivant 
l'étendue ou l'intensité, (extensives et intensives) La multipli- 
cité n'en est certes pas ainsi épuisée, mais ce qui est important 
c'est que toutes les suites de quantités se distinguant par 
l'étendue ou par l'intensité puissent être considérées comme 
appartenant aux quantités linéaires. 

Je dis appartenant aux quantités linéaires. Car pour ce qui 
est des quantités variant suivant l'étendue, on ne peut pas, 
par exemple, considérer comme linéaire une suite continue 
de triangles semblables, leurs différences étant, entre autres 
raisons, quelque chose d'indéterminé, au lieu d'être de nouveau 
des triangles semblables. Mais ce qui distingue et détermine 

les triangles, périmètres, hauteurs, surfaces, etc , est. de 

nature linéaire. Ainsi nous pourrons dire d'une façon générale 
que ce qui est gradué seulement suivant l'étendue ^î^^^^-^^re 
ramené à la mesure linéaire. 

Au> contraire^ les suites de quantités continues graduées 
suivant rintensitéy quand elles peuvent être conçues comme, 
quantités mathématiques, sont toujours linéaires. 

La condition qu'une su'te de quantités soit mathématique 
exige seulement que les individus de la suite soient définis en 
eux-mêmes d'une façon sutlîsante et nullement que nous puis- 
sions les déterminer actuellement en les faisant correspondre 
à une mesure linéaire, ou que nous supçonnions seulement le 
moins du monde comment nous pourrons jamais les y ramener. 
Gela posé, il nous faut chercher tout d'abord à montrer claire- 
ment ce que l'on doit entendre par « différence d'intensité, » 
Ce concept n'est pas, en vérité, aussi facile à analyser que 
celui de la différence dVHendue. Mais précisément ici, nous 
n'avons pas le droit de nous faire forts de ce qu'il ne nous est 
pas moins familier. Grâce à l'explication suivante de ce 
concept, je ne me suis jamais trouvé dans l'embarras. 
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Nous employons l'expression « différer en intensité », quand 
nous tenons les variations d'une grandeur ( augmentation ou 
diminution) pour des grandeurs de même espèce; quand par 
conséquent les différences dans une espèce de grandeurs nous 
apparaissent de nouveau comme des grandeurs de même nature. 

Or, c'est là une des propriétés principales des quantités 
linéaires géométriques qu'à la vérité on ne distingue pas 
suivant rinlensité, mais suivant l'étendue. Celle dénomi- 
nation différente de la relation entre les quantités de même 
espèce, dont les unes sont dites graduées selon retendue, les 
autres selon l'intensité, ne constitue donc pas une différence 
dans le caractère mathématique de ces grandeurs, et ce que 
nous venons d'exposer constate pleinement la nature linéaire 
des quantités matliématiques qui diffèrent suivant l'intensité, 
quand, bien entendu, on les suppose en outre suffisamment 
déterminées et continues. En effet, quand la variation d'une 
variable se fait par des différences pour ainsi dire, de même 
nature que la variable, elle doit, si elle est continue, commen- 
cer par zéro ; en outre, étant formée par des accroissements 
aussi petits qu'on veut, elle admet aussi nécessairement 
des multiples et des parties de même espèce, et c'est là préci- 
sément notre concept des quantités linéaires. 

Pour éclaicir ce qui précède par des exemples, on dit de la 
température qu'elle est graduée suivant l'intensité. Cependant 
il faut ici distinguer la température sentie physiologiquement, 
c'est-à-dire la sensation de chaleur qui appartient aux sensations 
dont nous parlerons plus loin, et la température physique qui 
est l'expression de l'intensité du mouvement calorifique et par 
suite qui est la quantité linéaire proprement dite. 

Enfin, mentionnons encore la dureté qui consiste en une 
résistance, non encore rigoureusement analysée au point de vue 
physique, que présentent les corps solides quand on veut leur 
faire subir des variations de formes qui dépassent les limites 
de l'élasticité (soit en les éraillant, soit en les pressant, soit en 
les brisant). S'il est ici question de difiérence en intensité on se 
représente clairement à l'esprit que les forces de résistance 
dont la dureté est la manifestation dans leur variation d'une 
matière à une autre, ou dans la même matière, (par exemple, 
sous l'action de la température,) subissent des accroissements 
qui sont des forces de la môme espèce, et auxquels corres- 
pondraient certains degrés de dureté. Bref, la dureté est pour 
les forces de cohésion ce que la température est pour le 
mouvement calorifique. 

J'ai choisi ces exemples, parce que la justesse de l'explica- 
tion que nous avons donnée du concept n'y est peut-être pas 
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aussi évidente d'elle-même que dans les cas qui se pn^sentent 
ordinairement. 

Jugeant ainsi la nature linéaire des suites de quantités 
graduées suivant Tétenduo ou l'intensité comme suffisamment 
Ibadée, cherchons maintenant à nous former une vue générale 
des quantités mathématiques propres aux différents domaines 
de la pensée. 

8. — Les nantîtes du monde extérieur. ~ Tout d'abord, le 
inonde de la perception que nous nommons monde exléiieur. 
En première ligne, se trouvent les mystérieuses causes premières 
qu'on nomme forces et, en les mettant en avant, nous fran- 
chissons les limites du domaine de la perception et nous nous 
trouvons alors en plein dans l'empire des créations de la pensée 
humaine. Sous linQuencc d'une poussée intérieure, nous 
concluons des phénomènes à Texistence des forces premières, 
et puisque enfin nous ne savons rien sur elles, nous devons 
voir dans les phénomènes leurs effets complets. Les effets sont 
ainsi dans notre représentation équivalents en quantité à la 
force qui les produit. Or ces effets, pressions, tensions, mou- 
vements, sont des grandeurs linéaires, il en est donc de même 
des forces et voilà pourquoi nous les avons citées comme telles. 

Si loin que nous soyons, et pour toujours, de pouvoir 
représenter mathématiquement tous les phénomènes du 
monde extérieur, aucune espèce de grandeur ne semble 
devoir s'offrir , qui ne puisse probablement être un jour 
comprise dans le concept des quantités mathématiques linéaires, 
ou mieux qui ne se révèle probablement un jour comme une 
quantité linéaire. Car partout où nous pénétrons, toute variation 
se montre graduée suivant l'étendue ou l'intensité, et nous 
considérons de pareilles quantités qnand elles sont susceptibles 
d'une définition précise (ainsi que cc!a a été plus haut examiné 
de près), comme essentiellement linéaires, môme si nous ne 
les avons pas encore ramenées, comme pour la dureté h leurs 
dernières variables linéaires géométriques et mécaniques, 

9, — Les quantités du monde de la perception interne. — 
Sensations graluées suivant llntenslté. -— Etudions ensuite en 
les considérant comme des quantités au point de vue de leurs 
propriétés, quelques phénomènes de la vie interne de l'âme. 
Les sensations par lesquelles des excitations ou irritations 
se révèlent à nous sont bien les plus simples phénomènes qui 
doivent se présenter ici, et offrent une foule d'espèces de 
quantités très instructives. 

En premier lieu se trouvent les sensations graduées suivant 
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rintensité, telles que la douleur, les sensations de la peau, les 
sensations d'intensité qui nous viennent des sens. 

En appliquant aux sensations notre proposition relative aux 
quantités qui diffèrent en intensité, nous reconnaîtrons que ce 
sont aussi des quantités linéaires, lorsque, bien entendu, elles 
peuvent être considérées, avant tout, comme quantités mathé- 
matiques. On se représente bien, en effet, que si des excitations 
d'une même espèce s'additionnent, une somme de sensations 
produites respectivement par les différentes forces d'excitation, 
ne forme également qu'une seule et môme sensation plus 
intense. Ainsi, on s'imagine qu'une impression de chaleur plus 
vive qui correspond à une élévation de température est 
produite par un accroissement de la sensation, lequel est 
lui-môme une sensation de chaleur, de sorte que l'impression 
de chaleur devient comme une image intérieure de la tempé- 
rature. 

Il n'y a donc plus qu'à se demander si l'intensité de sensation 
est une quantité mathématique, si elle admet des valeurs 
particulières suffisamment déterminées pour être acceptées 
comme une fonction définie de quantités linéaires mesurables. 
La différence des forces de sensation qui correspondent dans 
des circonstances différentes à la même excitation, la brièveté 
du temps pendant lequel l'intensité de la force de sensation 
produite par une excitation constante reste la même, l'inQuence 
de la fatigue et, avant toute chose, le manque d'observation 
méthodique de soi-même, prêtent principalement aux sensations 
de l'odorat et du goût une apparence d'instabilité inappréciable 
qui peut nous entraîner à donner tout de suite h cette question 
une réponse négative. 

L'investigation scientifique est loin d'être enrayée par une 
telle apparence d'instabilité ; elle cherche d'autant plus à fixer 
rinstable. Il existe sans aucun doute dans l'organe central un 
état correspondant d'une façon précise à l'excitation, état que 
notre conscience doit s'exercer à évaluer et à distinguer des 
influences voisines, et peut certainement apprendre à connaître 
petit à petit. D'ailleurs les sensations d'intensité des sens de 
l'ouïe et de la vue, qui se prêtent à une observation plus 
longue et h une comparaison plus facile que celles des sens 
du goût et de l'odorat, présentent aussi en général plus de 
sûreté et de fixité. Il ne semble donc nullement invraisem- 
blable que, dans toutes les espèces de sensation ou dans 
quelques-unes qui sont graduées suivant l'intensité, on puisse 
trouver les conditions sous lesquelles il nous serait possible 
de susciter à chaque instant des intensités de sensations 
particulières qui correspondraient à des quantités égales 
d'excitation et qui nous paraîtraient absolument égales. Gela 
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suiïirait pour reconnaître dans les sensations des fonctions 
mathématiques des quantités d'excitation, surtout si Ton songe 
à la finesse quelquefois étonnante de nos sens pour la 
distinction des degrés d'excitations par les intensités de sensa- 
tions, finesse des sens qui, comme rapprennent de nombreux 
exemples, si elle n'est pas donnée naturellement, peut-être 
portée à un haut degré par l'exercice. 

D'après cela nous pourrions être fondés à considérer les 
sensations graduées suivant l'intensité comme des quantités 
linéaires, c'est-à-dire comme des fonctions des quantités 
d'excitation qui commencent par zéro et dont les différences, 
les parties, les multiples, sont à leur tour, quoique non expri- 
mables, des forces de sensations. Mais combieti serait plus 
claire pour nous leur essence linéaire, s'il existait quelque 
principe qui nous mît en état, étant donné deux sensations, non 
seulement de reconnaître la plus forte ou la plus faible, mais 
encore de calculer numériquement leur rapport. 

Pour les sensations qui varient suivant l'intensité, nous ne 
possédons précisément pas d'unité de mesure transportable qui 
soit elle-même une pareille sensation pouvant être perçue en 
même temps qu'une sensation à mesurer et que nous puissions 
également appliquer contre elle ; nous ne pouvons comp%rer 
les intensités de sensations que par le souvenir. C'est là, en ce 
qui concerne le rapport de mesure, la différence essentielle 
entre la vue et, par exemple, le goût. Car, supposons que notre 
perception de la vue ait les mêmes bornes que celles du goût, 
nous ne pourrions pas voir deux longueurs en môme temps, 
une seule figurerait dans le champ uniforme de notre vue : 
sûrement nous serions aussi incapables de nous faire une idée 
d'une longueur double que nous le sommes en réalité de nous 
représenter une douceur double. Nous ne pouvons pourtant 
pas conclure de cette incapacité que le phénomène cérébral qui 
correspond à notre sensation de douceur ne fournisse pas l'idée 
du double de son énergie. 

Poussons encore un pe j plusloin l'opposition des deux sortes' 
de sensations. La perception d'une ligne de longueur limitée 
sera transportée de la rétine au cerveau pur la voie du nerf 
sans aucune perte. Qu'il vienne s'ajouter à la perception visuelle 
de la longueur limitée la vue simultanée de plusieurs lon-^ 
gueurs ainsi que la possibilité de leurs déplacements respectifs 
dans le champ visuel, cela nous fournira l'intuition du double 
des longueurs et plus généralement de leurs rapports numéri- 
ques. Enfin, le sentiment que cette infuition répond à la réalilé, 
naît seulement du concept de l'espace, c'est-à-dire de l'appari- 
tion ultérieure du déplacement suivant la 3me dimension. 
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Dans les sensations qui diffèrent en intensité voici commont 
les choses se passent : sur la trajectoire nerveuse qui va de la 
membrane muqueuse de la bouche, par exemple, au cerveau, 
une fraction de l'énergie de l'excitation se perd vraisemblable- 
ment ; ce qui en arrive dans la matière cérébrale se résoud en 
un mouvement dont l'énergie est h son tour transformée par- 
tiellement en quelque autre chose, tandis que la dernière partie 
de cette énergie vient entière et complète se révéler à la cons- 
cience comme une sensation et à mesure que notre moi sentant, 
veut ou peut porter son attention sur elle, elle se trouve entraînée 
dans l'engrenage de notre pensée. 

Cette partie de Ténergie est la quantité linéaire et elle 
prendra toujours (cœteris paribas) pour d'égales quantités 
d'excitation la même valeur sufBsamment précise de façon à 
pouvoir êlre assimilée à une quantité mathématique. Pourrons- 
nous jamais la mesurer? 

Le problème que la vie nous présente sans cesse est au 
contraire celui de Testimation et du calcul de Texcitation par la 
sensation, et en cela, comme nous le faisons pour nos percep- 
tions de dimensions grâce à l'intuition de l'espace, nous jugeons 
que nos calculs de quantités d'excitations fondés sur des 
expériences variées sont aussi en accord avec ce qui nous 
parait être la réalité. 

Toutefois c*est une idée hardie qu'eut Théodore Fechner, le 
jour où il se posa ce problème inverse d'exprimer l'intensité de 
sensation en fonction de l'intensité d'excitation. Si peu certain 
que puisse paraître Jusqu'à présent son résultat, il lui revient 
incontestablement l'honneur d'avoir le premier cherché scien- 
tifiquement à mesurer les sensations. (•) 

(*) Le raisonnement qui conduit à sa loi psychologique consiste à 
peu près en ceci : Si une excitation croît à partir d'une valeur ft, nous 
n'en percevrons pas la variation, malgré toute notre attention ; avant 
que l'excitation ait atteint une certaine force p-j- ^ P où ^ p dépend, 
suivant l'expérience, de la force d'excitation déjà existante p. Pour des 
poids posés sur la peau, et pris comme exitation E. M. Weber, a trouvé 
que ^ p est proportionnel a p. On applique cette loi à partir de la valeur 
P zz o, il y correspond une valeur Â P =^ A Po Q"* s'appelle le seuil 
de la sensation. Le fait important au point de vue de la théorie des 
grandeurs est qu'une pareille loi puisse être adoptée du moins entre de 
certaines limites, de sorte que nous n'avons pas a nous préoccuper ici 
de l'étendue dans laquelle la loi de M. Weber répond aux faits. 

M. Fechner suppose, et ce point est le fondement de sa théorie, que 
l'accroissement ^y de la force de sensation y lequel est précisément 
perçu, est indépendant de Y î de sorte que Y est formée par l'addition 

d'accrroissements égaux /^Y ^^ sensation. Mais puisque =^ est cens- 
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10. — Suites de sensations non graduées suivant Tintensité 
ipd sont bien des quantités mathématiques mais non pas 
linéaires. — En dehors des espèces de sensations graduées 
suivant Tintensité, nous en connaissons où une classe de sen- 
sations se compose d*individus qui fournissent bien des 
impressions semblables les unes aux autres dans un certain 
rapport, mais dont la difTérence n^éveille pas, comme dans les 
sensations étudiées jusqu'ici, la représentation spontanée que 
chaque sensation individuelle est une somme d'accroissements 
élémentaires de même espèce. 

tant, il peut alors conclure que Ay est proportionnel à —^ . 11 paraîtra 

donc tout-à-fait admissible que traitant Ay et A^ comme des différen- 

6 
tielles, il conclue que Y est proportionnel à log. -r*-r — , ce qui est sa loi 

psychologique. La quantité A Y est h^othétique ; c^est pourquoi, 
manquant ae toute mesure pour la sensation, nous ne pouvons affirmer 
qu'il y ait erreur à trouver plus vraisemblable la proportionnalité entre 
les forces d'excitation et celles de sensation. La théorie de Bernstein me 
paraît le plus particulièrement parler en faveur de la loi de Fechner 

Quoique d'une façon indirecte. Suivant toute vraisemblance, il correspond 
ans Torgane central aux terminaisons périphériques des nerfs qui 
reçoivent l'excitation un système bien arrête de lonctions qui peut-être 
considéré comme Fimage du monde extérieur entrant en relation directe 
avec notre corps. Sous ce mot monde extérieur il faut «ci comprendre 
tout ce qui existe en dehors du sensorium. 

M. J. Bernstein a essayé de nous donner une idée d'une fonction 
centrale de cette espèce qui mesurerait tout de suite la force d'excitation 
et expliquerait le phénomène de la sensation localisée. (Untersuchungen 
liber den Erregung'svorgang im Nervem und M uskel système, p. 163, 
sqq.) Il a entrepris ensuite d'expliquer des expériences sur la localisation 
des sensations de la peau, par un certain mécanisme cérî^al et ses 
constructions ingénieuses ont fourni le rapport de Fechner entre 
l'excitation et la sensation. La confirmation expérimentale des conclusions 
que J. Bernstein a tirées de sa théorie peut donc en fait être considérée 
comme une confirmation de la loi de Fechner ; quoiqu'il soit à peu près 
inutile de pénétrer plus avant dans les phénomènes qui séparent le 
phénomène générateur de la sensation dans le cerveau et Taperception 
elle-même, je ferai tout fois la remarque suivante : Je me représente le 
moi sentant comme un phénomène psychique existant isolé, qui, ou bien, 
suivant le besoin de la pensée, recueille ça et là dans le mécanisme qui 
donne l'image du monde extérieur, des informations qui se présentent à 
lui, ou bien sous l'influence d'excitations particulières et plus puissantes, 
s'exerçant sur le mécanisme, les ressent involontairement. Ici donc l'état 
du mécanisme qui correspond à l'excitation doit dépasser un seuil de 
Fechner c' est-à-aire doit atteindre un certain degré pour pouvoir pénétrer 
dans la conscience, degré qui dépend toutefois de la fatigue de l'attention, 
des dispositions naturelles, de l'exertiéé.' 
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Comme suite de sensations non graduées suivant la força, 
on peut citer enlre autres : la hauteur du son, la couleur de 
la lumière, le timbre du son. 

La hauteur du son constitue une sorle de transition. On ne 
pourra jamais la considérer comme une quantité mathéma- 
tique linéaire, car pour cela, il faudrait qu'il pût ôtre question 
d'une différence entre deux hauteurs de son qui serait à son 
tour une hauteur de son et d'une fraction de hauteur de son. 
En vérité la hauteur de son physique qui est donnée par la 
durée de la vibration, et qui est ainsi une simple durée de 
temps, devra être traitée incontestablement comme une quantité 
linéaire, si on n'y voit pas autre chose qu'une simple durée ' de 
temps ou qu'un nombre la rendant égale au nombre de 
vibrations d'une seconde. La différence entre deux hauteurs de 
son est alors la différence enlre deux nombres ; mais la hauteur 
de son jî%5îWo^î(2w^, c'est-à-dire celle qui est sentie, quand 
môme elle serait susceptible d'une détermination plus précise 
et plus constante que )es intensités de sensation, ne comporte 
pas de pareilles différences, et n'est donc pas une quantité 
linéaire. Seulement, par le fait que les impressions se distin- 
guent ici seulement par celte difTerence de hauteur que connais- 
sent bien la plupart des hommes à tous les degrés de culture, 
elle a, avec la quantité mathématique linéaire, une certaine 
parenté qui fait défaut aux autres quantités citées, couleur de 
la lumière et timbre du son. 

Les couleurs de la lumière sont des impressions de nature 
tout-à-fait variées dans lesquelles on aurait difficilement avant 
Nevsi;on pressenti un ordre nécessaire ; du moins je ne sache 
pas que les phénomènes naturels de dispersion aient été ainsi 
expliqués. Mais dans tous les cas les couleurs peuvent être 
rangées en un ordre déterminé à l'aide duquel chacune d'elles 
correspond à une valeur pariiculière d'une quantité linéaire, la 
durée de vibration ou bien une abscisse du spectre que Ton 
fixera commodément. Entre les couleurs on établit encore des 
rapports en faisant correspondre à chaque couleur sa complé- 
mentaire ; ce sont ainsi certainement des quantités mathéma- 
tiques quoiqu'elles ne soient pas linéaires. 

Dans les sensations envisagées jusqu'ici l'excitation était 
donnée directement comme quantité linéaire. C'était ou bien 
un phénomène mécanique produisant, par exemple, une sen- 
sation de pression ou de douleur, ou bien, comme pour la 
sensation de chaleur, de hauteur de son et couleur de la 
lumière, etc...., c'était un phénomène physique ramené depuis 
longtemps à des graduations de quantités linéaires. 

uans les sensations qui suivent il faut considérer au contraire 
la question au point de vue de la nature essentielle de Texci- 



il 
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talion prise comme quantité. Pour ce qui est du timbre du son, 
M. Helmholz a étudié avec plus de rigueur la nature des 
phénomènes physiques qui ont lieu dans Tair ou dans Torgane 
et auxquels correspond un certain tinobre de son senti, quoi- 
que, par la nature embrouillée des phénomènes, le rapport entre 
re timbre du son et le genre de vibration de Tair, ne se prêle 
>as encore à une détermination aussi simple et aussi précise 
|ue la hauteur du son. Mon père a établi pour les voyelles un 
►rdre semblable h celui des couleurs du spectre, qu'ont approu- 
Fé les phonologues. (*) En tout cas, c'est là un premier pas dans 
la voie qui peut conduire à représenter la sensation du timbre 
feomme quantité mathématique. 

Enfin il faut rappeler les sensations de l'organe de l'odorat 
et du goût, en tant qu'elles sont différentes de nature. D'une 
façon générale on n'a pas encore découvert pour elles un 
principe pouvant servir à classer soit les excitations, soit les 
sensations. Les sensations de l'organe du goût semblent se 
limiter à peu d'espèces, tandis que les sensations de l'organe 
de l'odorat sont d'espèces très nombreuses; de sorte que ici un 
principe d'ordination serait inconlestablement un progrès réel. 
Les quantités de sensation de première espèce qui se dis- 
tinguent par rinlensité sont aux quantités de sensation de 
deuxième espèce qui sont classées d'après leur nature, dans le 
rapport suivant : chaque sensation de deuxième espèce repré- 
sente une suite particulière de sensations graduées suivant 
l'intensité. Toute couleur, hauteur de son, tout timbre de son, 
toute odeur et toute sensation de goût peut représenter une 
jpèce de sensation, graduée suivant l'intensité. 

12. — Les dispositions (*") de l'Ame en tant qu'elles peuvent 

saisies comme quantités mathématiques sont certainement 

•es. — Insistons un peu sur les phénomènes de l'âme. 

)s les sensations viennent les dispositions, s'il est permis 

iployer cette expression pour désigner les états de l'âme 

[engendrent des désirs, des volitions, et en conséquence 

jrminent des actes, bref, comme dit Jean MQller, d'une 

m générale, donnent naissanci à des tendances. On ne 

lit méconnaître que la joie et la tristesse présentent des 

iduations constantes suivant l'intensité, et que, dans Toscil- 

ion de la disposition de l'âme, le même état se reproduit un 

ibre incalculable de fois, de sortes que dans les dispositions 

peut parler d'une certaine égalité. Tout ce qui s'appelle 

(*) Cadmus oder allgemeine Alphabétik ton Félix Henry du Bois 
Reymondy page 153. 
(**) Stimmunyen, 
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passion, afteclion, peut se difTérenlier en plus ou en moins; par 
exemple crainte, angoisse, terreur, colère, fureur; et, en outre, 

plaisir, volupté, ctc Les sensations et perceptions sont en 

vérité quelquefois aux dispositions à peu près dans le même 
rapport que les excitations aux sensations variables, en ce 
qu'elles produisent directement une certaine disposition : mais 
en général il y a entre deux excitations de Vêimejle jugement 
qui nous met hors d'état de faire correspondre les dispositions 
à des quantités linéaires. Néanmoins elles possèdent en partie 
quelques-unes de leurs propriétés caractérisques à un degré 
surprenant. C'est ainsi que la tristesse ou la joie peuvent 
s'accroître h la suite de petits incidents successifs, dont chacun 
pourrait à lui seul apporter un peu de tristesse ou de joie. Je 
suis donc convaincu qu'on est fondé à parler dans le sens 
propre du mot de joie double, de mauvaise humeur double. 
Toutefois la conception dics dispositions comme quantités 
linéaires peut être encore pliiis facilement attaquée que la nature 
mathématique des sensations. 

13. — Les quantités gai apparaissent dans les mathimatiques 
elles-mêmes sont en partie non linéaires. — Les quantités 
mathématiques citées jusqu'ici ont été trouvées toules dans le 
monde extérieur ou dans le monde intérieur de Tâme. Nous 
nommons de pareilles quantités réelles. Mais il y a des 
quantités que crée la pensée humaine et qui sont en dehors de 
tout rapport direct avec le monde de la perception. Les procé- 
dés logiques de la combinaison des quantités, une des opéra- 
tions favorites de l'esprit humain, conduisent h certains symboles 
qui en mathématiques s'appellent quantités , et qui non 
seulement servent, comme en général les signes mathéma- 
tiques, h résumer dans un signe les conclusions qui reviennent 
constamment, de sorte que la vue d'un pareil signe nous 
épargne la récapitulation d'une série de conclusions, mais qui 
aussi représentent une suite discontinue ou infiniment resserrée 
de signes mathématiques d'une certaine espèce. 

Elles sont d'un intérêt particulier, ces quantités qui naissent 
de l'application des opérations mathématiques au-delà des cas 
oh elles sont naturellement valables, (*) ou bien de la poursuite 

(*) C^est ce que Hankel a appelé le principe de permanence des lois 
formelles. Il est peut-être bien risqué de faire aéjà un principe de quelque 
chose qui réussit étonnamment, mais par hasard, quand, pour le moment, 
on n'a pu pénétrer que bien incomplètement dans Tessence du phénomène. 
Il V a une foule de cas où les lois formelles ne peuvent être appliquées au 
âeik du domaine de valabilîté, sans conduire à des résultats absolument 
inutiles. Par exemple, la loi formelle 

dx i ^ \ dx 
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de certaines analogies, et auxquelles ne convient plus aucune 
signification numérique de sorte qu'elles ne peuvent jamais 
être prises pour des quantités linéaires. Ici, il est clair pour 
tout le monde qu'elles doivent leur nom de quantité unique- 
ment à ce que leur origine et leur définition permettent de 
calculer avec elles comme avec les quantités réelles ; le plus 
souvent pourtant, à la condition de restreindre ou d'altérer 
certaines opérations auxquelles on peut soumettre les quantités 
linéaires. 

Dans la quantité complexe, par exemple, la distinction de 
plus grand ou de plus petit disparaît pour se réfugier dans le 
module. « Dans l'infini des fonctions » ce qui fait le plus grand 
ou le plus petit, ce n'est pas la différence mais le quotient. (*) 
De même toutes les branches des mathématiques s'enrichissent 
chaque jour de quantités que Ton peut, pour les distinguer des 
précédentes, appeler quantités analytiques, 

14. — Enfin il apparaît dans les relations liumaines des 
pantltés mathématignes qni n'ont rien de commnn avec celles 
citées Jusqu'ici. — Mais au fond, les quantités analytiques 
appartiennent encore elles aussi au monde de la perception ; 
les problèmes et méthodes de la mathématique satisfont tous 
finalement à notre tendance à comprendre mécaniquement le 
monde. Mômes les doctrines les plus abstraites que l'analyse 
et la géométrie ont imaginées, tantôt pour suivre la marche 
tracée par un problème physique, tantôt les tirant de leur 
propre fonds, possèdent pour l'homme intelligent une valeur 
non moindre que telle méthode dont le but immédiat est 
pratique. 

Dès qu'une combinaison de quantités paraît nouvelle, cela 
suffît pour lui accorder une valeur, car qui peut savoir si dès 
demain elle ne nous prodiguera pas les explications les plus 
désirées sur des points où nous les attendions le moins ? Sur 
lea besoins scientifiques de l'avenir nous sommes précisément 
toutr&-f<i5t hors d'état de juger parce que, comparés h la 
provision de choses inexplprées^ soit en nous, soit hors de nous, 



est valable dans une foule énorme de cas,niaîs au-delà^ elle ne donne rien 
qu'une formule fausse. 

(•) Nous montrerons plus loin c« qu'il en est des quantités infinitaires. 
C'est principalement la propriété de divisibilité qu'elles ne possèdent pas 




13 7 
—g"! ■ j I o • . . . . Leips, Ann. XI Bd. Uber die Paradoxen des Infi- 

n^istarcalculs. Art, 9, 

4 
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notre savoir et noire perspicacilé sont une quantité inCniment 
petife dans le sens le plus propre du mot. 

De cette remarque qui nous servira de transition des 
quantités réelles aux quantités mathématiques, il ne faut pas 
conclure qu'à mon avis il faille renverser les limites qui séparent 
les jeux savants de la mathématique, et que les combinaisons 
du jeu d'échec puissent être considérées comme occupant le 
même rang scienlifique que celles de Talgèbre, par exemple, 
parce que personne ne peut savoir pour celles-là à quoi elles 
serviront un jour. L'inégalité de rang, que l'on sent en général 
entre les combinaisons d'échecs et celles de la malhématique, 
me paraît, abstraction faite de l'utilité pratique, consister en ce 
qui suit : 

On ne peut nier que le problème du saut du cavalier, et 
particulièrement ce qu'on appelle les fins de parties de jeu 
d'échecs, avec leur conclusion qui se déduit nécessairement 
de la pose initiale de quelques figures, présente le caractère 
propre aux questions vraiment mathématiques, dans les limites 
d'un champ de combinaisons très restreint. Mais à la partie 
de jeu se mêle un élément aussi nécessaire qu'il est peu 
mathématique, à savoir les fautes de pensée, La partie de jeu 
proprement dite n'appartient pas à la mathématique parce 
qu'elle suppose des partenaires dont le jugement est humaine- 
ment imparfait. Si on écartait les fautes, le jeu fournirait des 
problèmes de combinaisons sans doute sérieux, mais d'une 
complication inouïe. On serait déjà dans l'embarras si on 
voulait expliquer ce qu'il faut entendre par : un coup d'échecs 
parfait. (*) Le champ de combinaisons est si restreint qu'il ne 
récompense pas des recherches d'une aussi extraordinaire 
difficulté, — pas plus que le si petit nombre de résultats 
nouveaux, qui sont en perspective. Il en est de même des jeux 
de cartes savants où on laisse au hasard la plus petite influence 
possible. 

Les quantités qui interviennent dans les jeux, diotinctes 
parleurs valeurs, ont de commun avec les quantités analytiques 
mentionnées la non réalité, mais elles n'ont pas comme celles-ci 
avec la réalité un rapport à peine moins étroit que beaucoup 
de quantités réelles ; surtout elles correspondent à des champs 
extraordinairement pauvres de combinaisons ; nous leur donne- 
rons le nom de quantités de jeu, et nous terminerons là cette 
revue des difl*érentes espèces de quantités du monde de la 
perception. 



(*) Entre des êtres raisonnant avec une rectitude pai*faite toute la 
partie se bornerait à tirer au sort le premier coup. 



— 51 - 

15. -- Tout ce qui précède montre que nous avons surtout à 
étudier avec le plus de rigueur possible le concept de grandeur 
linéaire. — Ici donc se termine notre revue. Après avoir 
examiné suivant tant de directions ce qu'il faut entendre par 
grandeur mathématique, nous avons appris à délimiter à peu 
près ce concept. Pour résumer en peu de mois nos résultats 
acquis, la rigoureuse science de la nature tend à retrouver 
sans cesse dans tout ce qui est variable la môme espèce de 
grandeurs, à savoir les quantités mathématiques linéaires, 
jointes au concept du nombre, et l'essence des choses ne 
présente aucun obstacle invincible qui s'oppose à cette ten- 
dance. 

Les champs d'études, que recouvre l'obscurité des phéno- 
mènes psychiques, nous montrent à côté de quelques espèces 
de grandeurs graduées h la manière des linéaires, des^espèces 
auxquelles il peut arriver un jour de revêtir l'uniforme de la 
mesure de longueur, quoique elles soient de nature toute 
ditTérente. Les autres grandeurs que nous rencontrons dans le 
monde de la pensée humaine ou bien sont des créations de nos 
méthodes de raisonnement scientifiques, ou bien servent à 
notre divertissement. 

On n'a pu encore donner jusqu'ici une définition spéciale 
plus précise du concept de quantité linéaire. Leur propriété 
principale est, nous l'avons montré, que comme la longueur, 
elles se prêtent à des comparaisons de mesure, et que même 
finalement, elles peuvent être saisies comme une longueur, — 
nous n'avons pas d'ailleurs indiqué avec plus de précision ce 
qui caractérise la mesure des longueurs elle même. Nous 
avons posé plus haut comme signe des quantités linéaires une 
certaine homogénéité, en vertu de laquelle leurs différences, 
parties et multiples sont encore des quantités de même espèce. 
Enfin, il a été question de la fusion des concepts de quantité 
et de nombre. 

Tout ceci doit être maintenant exposé avec beaucoup de 
soin car lé concept de grandeur est la clé unique et nécessaire 
pour arriver à Tintelligence des autres concepts fondamentaux 
de l'analyse. 

Le concept de quantité tel que nous voulons le décrire 
maintenant se présente sous trois degrés différents d'abstraction. 
Tout d'abord c'est un concept brul, impliquant une idée vague 
de comparaison, qui pourrait bien n'être pas exclusivement 
humain. En vue de la mesure, il s'affine et reçoit le contenu 
que nous pouvons considérer comme l'oriçine des mathéma- 
tiques. Quand, nous fondant sur Tintuilion habituelle et 
naturelle des choses, nous l'aurons analysé le mieux possible, 
il semblera, et cela est pour le moment notre but, il semblera, 



- 52 - 

dis-je, que nous soyons iout-à-fait parvenus à la délimitation 
précise du concept de quantité et que le dernier mot làrdessus 
ait été dit. 

Mais nous trouverons ensuite que cela n'a simplifié en rien 
pour nous la difticulté du concept de limite. Nous serons donc 
obligés encore une fois de remonter h la naissance du concept 
de quantité linéaire et de le poursuivre cette fois jusque dans 
ses racines les plus tenues. On voit ainsi que la pénétration 
véritable dans l'essence des deux concepts de grandeur et de 
limite est indivisible, ou plus exactement les deux choses 
s^'équivalent, comme je l'ai déjà déclaré il y a longtemps. (*) 
Ce troisième degré de l'abstraction du concept de grandeur 
aide donc aussi à mettre en lumière cette remarquable 
opposition des deux intuitions fondamentales propres à l'homme 
dont il a -été question dans la préface et qui reviendront plus 
tard sous le nom d'idéalisme et d'empirisme. 

16. — Définition plus précise du concept de ^antité linéaire. 

— Puisque les quantités mathématiques linéaires dont l'ex- 
tension n'a pas de limite se comportent, en tant que grandeurs, 
comme des longueurs, il n'est pas nécessaire d'en avoir 
constamment pfésente à l'esprit toute la multiplicité, il suffit de 
penser tout simplement aux longueurs. Toutefois nous conser- 
vons la désignation de quantité, n'employant l'expression plus 
explicite « quantité mathématique linéaire », que là où ce 
caractère des grandeurs devra être accentué. 

Le premier degré de l'abstraction de quantité linéaire est 
ainsi caractérisée : 

Comparaison sans la représentation de mesure. 

I. — Les quantités inathématiques linéaires sont ou bien 
égales ou bi?n inégales. Elles sont égales si leurs manifestations 
sensibles produisent la même impression dans les mêmes condi- 
tions. Uune est phis grande que Vautre si son image sennhle 
peut-être diminuée par exhaustion de telle manière qu'elle 
puisse exactement coïncider avec l'autre, la chose inverse étant 
d'ailleurs impossible. 

II. — Parmi les quantités linéaires d'une espèce, par exemple, 
pour touts les étendues possibles, aucune en particulier ne 
jouit d'une prérogative , et nous ne nous représentons ainsi 
comme nécessaire aucune limite dans la petitesse ou la grandeur 
d'a7ie quantité. 



(*) J'ai commencé cette étude dans Tintroduction à Tarticle déjà 
cité, Ueber die paradoxen des in finitar calculs. 
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m. *— Deux au plusieurs quantités de même espèce réunies^ 
donnent une n^mvelle quantité de même espèce^ plus grande que 
ses éléments composants. D'un autre côté toute quantité peut-être 
partagée en un aiMsi grand nombre qu'on voudra de quantités 
de même espèce, dont chacune est plus petite que la quantité non 
partagée. 

Tandis que la première partie de la propriété III donne la 
représentation de la somme, la deuxième contient incontesta- 
blement le germe de la comparaison de mesure ; car ce qui 
intervient là ce n'est pas un assemblage fortuit de quantités, 
mais un assemblage qui fournit un certain résultat et engendre 
le concept de la différence dans lequel nous trouvons distinc- 
tement le caractère de mesure — On arrive ainsi à la Compa- 
raison aveé la représentation de mesure : 

IV. — Quand une quantité est plus grande quune deuxième, 
il en existe toujours une troisième de même espèce que ces deux 
iàf qui, unie à la deuxième^ reproduit la première. 

Suppose- 1- on égales la deuxième et la troisième, on est 
conduit alors par la proposition IV au partage avec propriété 
de mesure. Puisque nous voilà parvenus au partage en deux 
parties égales nous pourrions, étant donnée une quantité, en 
chercher une deuxième plus petite, telle que la différence fût 
la moitié de la plus petite, etc.. Pourtant ce n'est guère ainsi 
que le genre humain a acquis les intuitions communes à tous 
les hommes, auxqu«^lles nous arriverons maintenant. Mais il 
suffit pour notre recherche, de pouvoir les supposer communes 
à tous les hommes, et il est tout à fait inutile que nous nous 
perdions en conjectures sur la façon dont ils les ont acquises. 

Si on réunit des quantités égales, en disposant à volonté de 
la grandeur et du nombre de ces quantités, la quantité qui en 
représente la somme est également arbitraire. Nous nous repré- 
sentons très-bien que, si grande que soit supposée une quantité, 
on*peut en composer une qui la surpasse en grandeur en 
ajoutant des quantités égales entre elles dont la grandeur ou 
le nombre peuvent être arbitraires. Nous avons ensuite la 
représentation qu'une quantité quelconque peut-être composée 
rigoureusement à l'aide de quantités plus petites égales entre 
elles, dont nous pouvons choisir arbitrairement le nombre et 
que, ce nombre croissant, la petitesse des parties tombe au- 
dessous de toute limite. 

Nous possédons ces représentations. Elles nous sont aussi 
naturelles et familières que celles qui concernent nos besoins 
physiques. Est-ce là une forme de pensée innée ou implantée 
chez l'individu par transmission, ou acquise par une observation 
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personnelle, cela nous est tout aussi indifférent que la manière 
dont elle résulte de représentations plus simples. 

Lps propriétés de l'addition et du partage des quantités 
sont les propriétés fondamentales de l'analyse, mais en parti- 
culier cela est vrai de la divisibilité illimitée des quantités 
mathémathiques linéaires, qui contient m nuce le concept de 
limite. Ajoutons maintenant aux propriétés données plus haut 
celles qui suivent : 

V. — On peut toujours additionner des quantités égales ou 
inégales, dont la plus petite ne doit pa^ tomber au-dessous d'une 
quantité prise aussi petite qu'on a voulu, en nombre suffisant 
pour atteindre une quantité qm n* est pas inférieure à une quel^ 
conque de même espèce, donnée d'avance. 

VI, — Une quantité peut être d'une foule de manières, 
partagée en plus petites, et parmi ces divisions, se distingue 
celle qui se fait en deux ou trois, ou en un plus grand nombre 
de parties égales. Le partage d'une quantité peut se continuer 
jusqu'à ce que toutes les parties deviennent plus petites qu'une 
quantité de même espèce supposée aussi petite que l'on veut. 
Àfais si loin qu on puisse supposer poussée la division, les parties 
sont toujours des quantités de 7nême espèce. 

Je veux d'ailleurs remarquer expressément que dans le 
tableau précédent je ne me suis pas proposé de ramener les 
propriétés du concept à leur mesure nécessaire et d'acquérir 
hinsile 2)lus petit nombre possible de perceptions, sut' lesquelles 
notre pensée fondant son travail nous fournit la représentation 
de la quantité mathématique linéaire, comme nous la tirons 
sans doute de perceptions variées et sans nombre. — Cela 
exigerait une recherche d'une nature extraordinairement déli- 
cate, qui nous égarerait. On ne pourrait d'ailleurs répondre à 
la question concernant le plus petit nombre nécessaire de 
propriétés que par une étude approfondie et complète .du 
concept de grandeur. Mon but a été seulement de donner une 
définition telle que chacun y reconnaisse le concept qu'il possède 
des quantités mathématiques linéaires de la géométrie, et, 
suivant l'étendue de ses connaissances, les propriétés d'autres 
quantités linéaires innombrables qu'offrent les branches les 
plus diverses de la science. 

Aux premières représentations brutes de la quantité mathé- 
matique linéaire, c'est-à dire vraisemblemcnt h la représenta- 
tion fondamentale la plus ancienne et la plus répandue des 
choses qui, ne différant qu'en grandeur ou en petitesse, se 
prêtent tout de suite à une mesure plus rigoureuse, s'est joint 
incontestablement le concept d'unité de mesure, et l'unité a été 
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suivie des nombres fractionnaires. Le fait de mesurer avec les 
unités a produit la science de la mesure, et celle-ci, sans cesse 
invoquée dans des recherches et des observations dans le ciel 
et sur la terre, a généralisé ses problèmes, agrandi ses vues, 
perfectionné ses méthodes et toujours augmenté l'ensemble de 
connaissances et de théories,d*oii les mathématiques sont sorties 
dans les derniers siècles comme une science indépendante. 

Considérons donc encore Tunion des concepts de quantité 
et de nombre: Ces explicalions préliminaires sur le concept de 
quantité y trouveront leur conclusion. 

Quantité, nombre et formalisme littéral. 

17. — L'unité et le un. — Pour comparer entre elles plus 
de deux quantités mathématiques, et aussi pour pouvoir 
s'exprimer avec une parfaite précision sur la variation des 
quantités^ il faut fixer l'unité de grandeur, ou simplement 
l'unité, c'est-à-dire une quantité déterminée parmi celles d'une 
certaine espèce à laquelle on compare les autres et qui sert à 
les mesurer. Ce n'est pas seulement la divisibilité des grandeurs 
qui engendre le concept de l'unité, c'est aussi, comme je l'ai 
observé, l'attention fixée simultanément sur plusieurs quantités. 

Un certain degré de développement de la science de la 
mesure exigea un jour la division indéfinie de l'unité pour 
qu'on pût comparer entre elles d'une façon rigoureuse à Taide 
de l'unité des quantités différentes. C'est là évidemment 
l'origine des nombres fractionnaires qui, dans la représentation, 
rappellent en effet toujours un certain partage. On aura assu- 
rément, à distinguer ici encore au moins deux degrés de 
développement du concept. Les nombres fractionnaires les 
plus simples correspondent probablement à un degré de culture 
à peine moins avancé que les nombres entiers ; le besoin 
journalier de partager la nourriture ou le butin ou toute autre 
chose a dû y conduire ; tandis que les fractions qui ont de plus 
grands numérateurs et dénominateurs, et surtout le concept 
développé de la fraction, appartiennent déjà à la science de la 
^mesure. Il est instructif d'opposer l'un à l'autre le concept de 
|a quantité dans sa liaison avec les nombres fractionnaires, et 
^e concept des nombres entiers. 

Ce qui sert de base au concept du nombre entier, c'est le 
un qui est profondément distinct de Tunité. Comme le un est 
le point de départ des nombres entiers, l'unité, est celui des 
nombres fractionnaires. Toute uni'é est un tm, mais tout un 
n'est pas une unité. Et il est heureux que pour ces deux 
concepts absolument distincts, nous ayons en môme temps 
deux mots à notre disposition. Du reste ces deux sortes de 
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nombres, nombres enliers et noinbres fraclionnaireSi finissent 
par ne former qu'une seule cl môme suite par Tintermédiaire 
du concept de mesure. Car bien que l'idée du nombre entier 
naisse indépendamment du concept de quantité, et n*ait directe- 
ment rien de commun avec lui, le concept de quantité tel que 
nous l'avons décrit suppose déjà le concept de nombre cTobjett 
et complète ce concept de nombre à l'aide des nombres 
fractionnaires. 

On est conduit, par ce qui précède, soit dit en passant, h 
voir dans la théorie des nombres, en tant qu'elle se borne à 
l'étude des rapports et propriétés des nombres entiers, une 
science existant en principe, en dehors de l'analyse, et qui tôt 
ou tard formera un tout distinct. Car si nombreux que puissent 
être ses points de contact avec l'analyse, si utile que celle-ci 
puisse lui être encore, — (ce qui peut donner pour quelque 
jour l'espoir d'une riche compensation), on est cependant fort 
tenté de croire que la théorie des nombres entiers peut atteindre 
un terme qui nous paraît aujourd'hui inaccessible à l'analyse, 
et qu'elle parviendra un jour à tirer d'elle-même la démons- 
tration de tous ses théorèmes. Je ne songe naturellement pas 
à tenir pour limités les rapports des nombres enliers et.de 
l'analyse. Dans tout phénomène variable il peut arriver que 
des nombres entiers viennent attirer notre attention et acquiè- 
rent une importance décisive. 

18. — Des nombres en tant que signes et quantités, et da 

formalisme. — Gomme les nombres fractionnaires ont dû 

naître du partage de l'unité qu'a exigé la mesure, oû voit aussi, 

dès qu'on veut y attacher un sens, qu'ils sont inséparables de 

la représentation d'objets partagés. D'après cela il doit paraître 

contre nature de vouloir construire l'analyse au moyen de 

nombres purs, sans tenir compte de leur source ; les concepts 

de quantité d'objets et de grandeur. Combien une pareille 

séparation est artificielle, on le voit de la façon la plus nette 

quand il s'agit de la limite irrationnelle d'une suite de simples 

il ^ 

nombres. Les nombres 1, 2, 3... -ô-^'-ô-"* "^'•' sont ou bien 

des signes de quantités réelles, ou bien simplement des figures 
dont on peut certainement se servir comme de quantités de jeu, 
(article 14). Or il est vrai que, lorsque nous sommes plongés 
dans un calcul numérique ou dans un problème d'algèbre, il ne 
nous vient pas à l'idée de voir constamment des quantités réelles 
sous nos nombres ou nos lettres, qui représentent des nombres 
laissés indéterminés. Pourtant, dans le développement des 
concepts analytiques fondamentaux, cela ne nous autorise pas 
plus à faire abstraction de leur origine véritable, que la philo- 
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sopbie du langage ne saurait, pour des raisons seœbkibles, M 
montrer satisfaite h la constatation d*une langue toute tomée« 
La représentation du chiffre vient dar^s Ite travail rapide de la 

{lensée, à la place de celle d'un rapport à Tunité de grandeur. 
1 en est de môme en réalité du langage, en tant que les mots 
sont devenus des représentations indépendantes. Pendant qâ-on 
écrit ou qu'on parle, à la place des représentabionB réelles 
défilent en grande partie les représentations de mots elles- 
mêmes, quoique durant ces actes, comme on le voit en s'ob- 
servant tant soit peu soi-même, telle ou telle des représentations 
correspondantes emmagasinées dans la mémoire s'écbappe et 
dépasse le seuil de la conscience. 

De ces deux questions, l'étude de la texture du langage tout 
formé et la recherche de l'origine des mots et des formes 
grammaticales dans la formation des concepts humains, on 
pourrait se croire fondé à résoudre la dernière, par exemple, 
en Supposant le langage inné chez Thomitte, parce que préci- 
sément on trouve que le langage tout formé s'est en partie 
dégagé des représentations que les mots désignent : Asstrré- 
menton se ferait ainsi grâce de la moitié de la besc^e. C'est 
à peu près ce que ferait l'analyste qui étudierait les fondements 
de «a science et qui, s'affrandiissant du concept de grandeur, 
no voudrait rien voir en analyse, que des symboles numéri- 
ques et littéraux. 

L'insuffisance du formalisme pour concevoir le sens des 
opérations arithmétiques les plus simples ressort enire autres 
de la multiplication des fractions. Gomment arrive-t-on à la 
règle de la multiplication des fractions, suivant laquelle, par 

8 2 4 

exemple, -j^ est le produit de -5- et de -^ . Le détour que 

fait Euler cache la difficulté (*) car ce n'est pas ainsi queJa règle 
est née. On (Jherche vainement aussi, semble-1-il, chèzïes plus 
anciens auteurs, une explication du sens primitif de la règle. (**) 

Il -11 ■■ I, 1. 

2 4 2 4 
(•) Euler définit 5- X ?-les -s de-jr , sans doute de cette façon le 

résultat eét établi. (Voyez Algèbre d'Euler, page 106). 

S Pour savoir comment les plus anciens traités de calcul présentent 
e de multiplication, je priai M. Cantor, à Heidelberg, de me ren- 
^eigtier. II eut la bonté de me donner la réponse que voici : « Le plus 
ancien traité de calcul que nous ayons de Tan 1700 environ avant J.-C. 
(Papyrus de Ahmos, traduit par August Eisenlohr) renferme des multi- 
plications de fractions de toutes sortes, et le plus souvent, en vérité, 
sur des nombres abstraits. On n'y trouve pas de fondement à l'égalité 

j-X-jô ^^T-Q Le calcul est ainsi conduit quej- & g- sontégalémentdécom' 
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Mais si on renonce & tirer une idée de purs symboles, et qu'on 
voie dans les fractions ce qu'elles sont réellement, c'est-à-dire 
des parties d'unités de grandeurs linéaires, l'origine vraisem- 
blable de cette règle apparaît alors aux yeux de tous avec la 
plus grande clarté. A côté de l'unité de longueur, l'unité de 
surface parut aussi nécessaire pour mesurer les surfaces planes, 
et ce qui fut reconnu comme le plus conforme à ce but c'est le 
carré, dont la forme ramène intuitivement à la mesure des 
longueurs. L'aire la plus simple de forme après le carré, le 
rectangle, quand les côtés étaient multiples de ceux du carré 
unité, donnait l'image directe de la multiplication des nombres 
entiers. Les rectangles plus petits que ce carré en exigeaient 
le partage et conduisaient ainsi à la multiplication des fractions. 
Dans ce regard en arrière, nous supposons, bien entendu, qu'il 
n'intervient que des rapports rationnels de longueur. — Quelque 

esprit plus ingénieux partage le rectangle de côtés —- et -^ 

ainsi que le carré unité en carrés de côté j^ pour les rendre 
comparables Tun à l'autre, et il reconnaît aussitôt que le rec- 
tangle vaut les -TE"^u carré. On croit les voir, les chasseurs 
qui établissent domicile, mettre trêve à leurs disputes et désor- 



posées en fractions partielles de numérateur 1. -j-zz r hî ^~••^"^ 

TT^^S Tû T'-'+û"*- On a alors : 






On réunit en une seule expression tous les produits partiels, soit en 
écrivant simplement les uns à la suite des autres les éléments de tous 
les produits ordonnés suivant leur grandeur, soit en effectuant radditlon 

111 

de quelques uns, par exemple, en remplaçant -^5 — h"^P*^"9~> — soit 

enfin en les réduisant au même dénominateur. On obtient ainsi natu- 
jellement ro . 
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mais se partager entre eux la propriété d'après cette règle. En 
tous cas, la multiplication dos fractions devient ainsi une suite 
toute naturelle et extrêmement claire de la multiplication des 
nombres entiers, et on peut très bien l'avoir trouvée aux 
premières époques de la science préhistorique de là mesure. 

Du reste, de ce que je viens d'alléguer en faveur de la vraie 
signiQcation des symboles mathématiques, il ne faut pas 
conclure que je méconnais l'utilité des recherches sur ce qu'on 
peut appeler le mécanisme du calcul, recherches par lesquelles 
Hamilton, Grassmann et d'autres, notamment de nos jours 
M. Weierstrass, ont jeté un grand jour sur la nature des 
opérations composées et des quantités complexes. Mais pour 
bien comprendre la portée de ces recherches il faut jeter un 
coup d'œil en arrière sur les premiers développements histo- 
riques de la science. Les opérations analytiques les plus 
simples sur une ou deux quantités, l'addition, la soustraction 
et la division, qui probablement a déjà pour origine la sous- 
traction repétée, ont conduit par leur répétition et leur extension 
à plusieurs quantités, à l'algèbre, au calcul des puissances, aux 
logarithmes, au symbole imaginaire. D'un autre côté, la trigo- 
nométrie est venue se joindre à ces théories en s'amalgamant 
entièrement avec elles. Ajoutons la création des opérations 
infinies et de l'analyse infinitésimale et nous aurons énuméré 
les conquêtes les plus importantes qu'a faites au cours des 
siècles le génie analytique humain. Or tout cela n'a nullement 
été construit a priori. Au contraire, on ne saurait douter, et 
l'on peut s'en convaincre historiquement, que Tanalyse est une 
science expérimentale en tant qu'elle a réalisé ses progrès en 
tâtonnant à pas lents, et d'essais en essais qui ne réussissaient 
pas toujours. Ordinairement, des problèmes simples sur des 
quantités réelles suggéraient des opérations, élargies ensuite 
par induction, jusqu'à former des méthodes que l'on se croyait 
en droit de tenir pour sûres, sans avoir même songé à la 
nécessité d'une démonstration, comme par exemple la décom- 
position des polynômes en facteurs simples. C'est ainsi que les 
choses se sont passées en algèbre durant des siècles, que nous 
avons presque perdus de vue, et aussi dans des temps plus 
rapprochés dans le domaine des opérations in6nies, où seule- 
ment depuis Gauss, Gauchy, Abel et Lejeune Dirichlet, on a 
senti le besoin de justifier les méthodes fournies par l'induction. 
Le fait est qu'on se trouve tout-à-coup en face du spectacle 
stupéfiant de l'analyse toute formée, avec ses méthodes merveil- 
leuses usant en partie de symboles purement littéraux, mais 
conduisant toujours à des résultats corrects. Nous apprenons 
et nous employons cette science, dont la genèse primordiale 
nous échappe complètement, en ne cherchant de démonstra- 
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lions que pour des faits isolés, démonstrations i^ui se fondent 
elles-mômes sur le fait de l'analyse préexistante. Et ici surgit 
encore une question : La forme actuelle de Tanalyse est-elle 
nécessaire ? Ne pourrait-on pas inventer d^autres signes 
représentant d'autres combinaisons de conclusions et d'autres 
symboles littéraux, peut-être plus profitables encore que les 
combinaisons et les symboles actuels ? Or, quand on réfléchit 
sur cet ensemble de questions que nous présente le fait de 
l'analyse toute formée, il faut évidemment distinguer deux 
choses : les opérations simples dont la répétition a conduit au 
calcul analytique ei ce calcul lui même. Aux premières, il faut 
adjoindre Tessence des opérations infinies les plus simples, 
notamment le concept de la limite, qui est le principal objet 
de ce livre. 

Pour ne pas trop embrasser à la fois, il convient de traiter 
séparément ces deux genres de questions. En effet, les recher- 
ches sur les opérations simples et sur le concept de la limite 
roulent sur les questions les plus abstraites de la connaissance, 
tandis que le mécanisme du calcul peut-être traité en partant 
de données purement littérales. Voici comment on peut définir 
le problème que présente le mécanisme du calcul : Réduire au plus 
petit nombre possible les règles simples entre les lettres ou 
signes introduits pour représenter les indéterminées du calcul ; 
ces règles sont censées permettre d'exécuter toutes les opéra- 
tions qu'il s'agit d'expliquer, sous cette condition que si Ton 
suppose données des relations quelconques, fixées par des 
équations, entre les lettres ou signes, ces relations subsistent 
durant tout le calcul (transformation des équations originaires 
au moyen des opérations simples ou composées), et peuvent 
être vérifiées pour chaque tranformation que le calcul fait 
paraître. En concevant ainsi le mécanisme du calcul, on peut 
aussi partir d'opérations simples qui ne découlent plus du 
concept de la quantité mathématique linéaire, mais qui, en 
satisfaisant à la seconde condition, peuvent servir de base à un 
calcul tout-à-fait légitime, et conduisent nécessairement à des 
résultats corrects, comme cela a lieu pour la multiplication 
intérieure de Grassmann. Dans le grand nombre de traités et 
de mémoires qui ont paru sur ce sujet, les auteurs ont souvent 
confondu les deux problèmes, celui de la métaphysique des 
opérations simples, et celui du mécanisme du calcul, et la 
clarté des idées n'y a point gagné. Dans toute cette littérature 
il ne s'agit d'ailleurs guère que du calcul entre quantités 
supposées finies. On y peut ramener, comme nous le verrons 
dans la suite, le calcul des différentielles, qui a tant intrigué 
les géomètres du siècle passé. Mais reste encore l'analyse des 
opérations infinies et des variables continues. Ici encore on a 
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essayé de séparer une analyse purement littérale des concepts 
de grandeur et de limite. C'est Heine qui dan» ses éléments de 
renseignement des propnétés des fonctions (*) introduit une 
lettre pour désigner la limite d'une opération constatée comme 
convergente par le principe général de oonvergence, lettre qui 
figure comme les autres lettres dans le calcul. Par là même i! 
met hors de discussion toute la métaphysique de la limite, etc. 
Mais 8i,comme je rai exposé plus haut,une pareille séparation 
peut-être utile pour l'analyse algébrique, attendu que les 
opérations élémentaires y forment un problème de connaissance 
à part, qui peut être facilement détaché du problème littéral 
sur le mécanisme du calcul, espèce de jeu logique entre de 
purs symboles, elle paraît l'être moins pour le calcul des 
fonctions dans leur conception la plus générale. Un esprit qui 
aime à approfondir les choses ne saurait en être satisfait. Ce 
n'est pas à dire, que pour les besoins de la pratique ordinaire, 
pour renseignement élémentaire, où Ton n*a affaire qu à des 
fonctions régulières, il faille remonter aux questions subtiles 
relatives à la continuité et à la limite. Un professeur chargé 
d'enseigner l'anglais à un élève négociant ne commencera pas 
par lui faire un cours sur la linguistique générale et sur Torigine 
de la langue anglaise en particulier. Mais quand il s'agit de 
traiter toutes les questions qu'offre la théorie des fonctions de 
quelque nature qu'elles soient, par exemple certaines questions 
qui ont trait aux solutions des équations aux différentielles 
partielles, on ne pourra guère se dispenser de remonter aux 
concepts fondamentaux, et quand môme on le pourrait on ne 
serait pas au terme de ses vœux, on sentirait qu'on n'a pas 
pénétré à fond la matière. En somme, si pour Tanalyse algé- 
brique le problème du mécanisme du calcul offre peut-être plus 
d'attraits, pour l'analyse infinitésimale c'est bien le problènae 
de la connaissance qui présente le principal intérêt, et Timpoiv 
tance décisive. Et voilà un point saillant de la question. 

Un squelette purement formel et littéral de l'analyse, 
auquel se ramène la séparation du signe analytique d'avec la 
grandeur, finirait en effet par faire dégénérer cette science, qui 
en vérité est une science naturelle quoiqu'elle borne ses 
recherches aux propriétés les plus générales des choses perçues, 
en un simple jeu de symboles, où les signes écrits prendraient 
des significations arbitraires comme les pièces du Jeu d'échecs 
ou les cartes h jouer. Si intéressant que puisse être un pareil- 
jeu, si profitable et même nécessaire qu'il soit aux fins de 
l'analyse, pour suivre jusqu'à leurs dernières conséquences 
littérales les règles du calcul des symboles, nées de la repré- 
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seniation de quanlilé, cette mathématique litlérale, quand elle 
serait complètement arrachée du sol où elle a poussé, ne 
tarderait pas à s'épuiser en une croissance inféconde, tandis 
que la science, si bien nommée par Gauss science des grandeurs, 
a, dans le domaine naturel de la perception humaine dont 
l'extension va toujours grandissant, une source intarissable de 
nouveaux objets d'étude, et d'impulsions fécondes. Sans aucun 
doute, à l'aide de prétendus axiomes, de conventions, dephifo* 
sophèmes imaginés ad hoc, d'élargissements inconcevables 
donnés à des concepts très clairs à l'origme, on pourra 
construire un système supplémentaire d'arithmétique, sem- 
blable en tous points à celui qui est né du concept de grandeur 
pour garantir ainsi les calculs mathémathiques comme par un 
cordon de dogmes et de définitions défensives du domaine 
psychologique. Une pénétration peu ordinaire peut avoir été 
apportée dans de pareilles constructions Seulement on pourrait 
aussi de cette manière inventer d'autres systèmes arithméti- 
ques, comme cela s'est fait. L'arithmétique ordinaire est préci- 
sément la seule qui réponde au concept de grandeur linéaire ; 
elle en est, pour ainsi dire, la première manifestation, tandis 
que l'analyse avec le concept de limite en avant en forme le 
développement le plus élevé. Aussi ne parviendra-t-on pas à 
aplanir à l'aide du symbolisme ces difficultés du concept de 
limite, que bientôt et sans crainte nous attaquerons de front. 
Car tout analyste qui cache autre chose qu'un faiseur de 
combinaisons voudra remonter à l'origine du jeu de symboles, 
et alors se trouvera de nouveau placé en face des problèmes 
qu'il avait tournés. 

Il nous faudra d'ailleurs revenir sur cette matière quand 
l'Idéaliste et l'Empiriste auront exposé leurs systèmes, pour 
montrer leur rapport au fameux système arithmétique de M. 
Kronecker qui paraît aussi répondre aux vues de M. de Helm- 
holtz, comme cela ressort de deux mémoires, que ces éminents 
géomètres viennent de publier. 

Des hommes non mathématiciens ont assez souvent cherché 
& éclairer les mathématiciens sur les concepts fondamentaux 
de leur propre science. Nous avons vu en géométrie que c'est 
en difinitive le travail sérieux et bien dirigé des mathématiciens 
eux-mêmes qui a débarrassé la voie conduisant des perceptions 
des sens aux propositions de la science. De môme la recherche 
la plus scrupuleuse peut seule supprimer toute discontinuité 
entre les concepts fondamentaux de l'analyse et notre système 
de représentations immédiates. C'est une question scientifique 
comme une autre, qui exige avec une connaissance suffisante 
des choses toute la puissance de travail dont nous sommes 
capables. 
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19. — Gomment 11 faut entendre en définitive le problème gnl 
& pour olijet le concept de limite. — Les considérations qui 
précèdent nous conduisent donc finalement à comprendre 
comme il suit notre problème. — Nous avons à démontrer la 
proposition que voici : 

Tout nombre décimal o, «i a^ . . a^ =z 7- + ™ -f- . . . -^ 

s*approche autant qu'on veut qnand n croît suffisamment , d'une 

valeur t'imite Sous les fr actions o, ai; 0, ai a^ ; il faut entendre 

des multiples de dixièmes, de centièmes,.., dune longueur unité 
dont les extrémités seraient et i. Si on porte les longueurs 
o, ai ; 0, ai a2 , ... sur Vunité de longueur 0, . .i , à partir du 
point 0, leurs extrémités tournées du côté du point I vont en se 
resserrant de plus en plus, et le point limite ferme la suite qui 
se resserre indéfiniment de telle sorte que toutes les extrémités 
sont situées par rapport à ce point limite du même côté que le 
zérOy lês distances des points 0, ai ; 0, ai ag ; . , . au point limite 
tombant au-dessous de torUe valeur. 

Cette conception géométrique du problème doit maintenant 
ne pas être une hypothèse, ni impliquer aucune restriction ; mais 
en traitant dans ce chapitre du concept de grandeur, .j*ai eu 
précisément pour but de montrer que dans le champ si parfai- 
tement illimité de la pensée nous ne pouvons imaginer sous 
la limite hypothéthique rien autre qu'une quantité linéaire 
représentable, ainsi, ce qui atteint très bien ce but, une 
longueur. Une limite numérique abstraite est une façon de 
parler dénuée de sens ; nons ne faisons pas tort le moins du 
monde à la généralité de notre recherche, quand sous la limite 
hypothétique nous imaginons une quantité mathématique 
linéaire et donnons au problème l'énoncé qui précède. 

Et maintenant j'ouvre la discussion de l'Idéaliste et de 
TEmpiriste sur le problème proposé. 



Les deni coBceptions Idéaliste 
et Enpirisle de la linûle et de la grafideur 

Système idéaliste 
L'IDÉALISTE 



20. — Goficept de liHiita. — L'existance de la limite a besûift 
d'une démonstration. — Je pose la longueur exaete comme 
foademeni de la science des grandeurs, et je me représente 
comme unité un segment de ligne droite parfaitement aélia;iité, 
dont je désignerai les extrémités par et i. Sur cette étendue, 
nous connaissons une foule innombrable de points déterminés 
de difiTérentes manières ; parmi eux il faut considérer particu- 
lièrement' ces sortes de points dont nous pouvons trouver des 
représentants dans toute portion, si petite qu'elle soit» de la 
longueur unité. Ce sont les longueurs rationnelles, c'est-à-dire 
des demis, des tiers, des quarts, etc. au bien des multiples de 
ces fractions de Tunité de longueur. Ce sont aussi les longueurs 
en quantité innombrable susceptibles d'être construite3,qui ne 
sont pas des fractions rationnelles de Tunité, mais des racines de 
nombres rationnels ainsi que des fractions rationnelles et des 
multiples de ces racines. La pensée peut multiplier indéfiniment 
le nombre de ces espèces de points, et la longueur unité se 
recouvre dans notre représeniation d'une foule de points de 
plus en plus dense. Seulement nous avons beau faire croître le 
nombre de ces points, notre pensée attentive ne voit jamais 
deux points coïncider, toujours au contraire deux points 
voisins restent séparés par un segment de ligne droite qui, 
abstraction faite de sa longueur^ ressemble complètement à la 
longueur unité. C'est là l'image qui accompagne toujours ma 
représentation de grandeur. 

Je ne viens de citer comme points distincts de l'étendue 
0....i que les fraclions rationnelles de l'unité, ainsi que des 
lignes qu'on peut construire théoriquement. 

Dans ce qui suit, nous considérerons ces points comme don- 
nés et comme déjà connu8,et il nous faudra tout de suite décrire 
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et étendre la manière dont de nouveaux points se rattachent à 
ceux-là. L'origine des points dont il s'agira correspond à la 
considération du passage analytique à la limite. Le nouveau 
point détermine sur l'unité une éfendue qui est la prétendue 
^/mî<^ c'est-à-dire le terme d'une suite d'étendues qui diflfôrent 
de moins en moins les unes des autres. 

Soit ai oLi, . . des nombres pris dans la suite 0, 1, 2,. . . 9 
et soit donnée pour la suite 

0, a, a2 . . . _ ^ + j^ + . 

une loi qui permette de la continuer indéfiniment. Quand les 
Kp d'un rang déterminé reviennent périodiquement, la somme 
D, ai aa ..a^ , lorsque^} augmente, s'approche d'un certain nonD- 
bre rationnel qu'on apprend à connaître dans les mathématiques 
élémentaires. Si on imagine maintenant portées sur l'unité de 
longueur 0.-.. 1, à partir de 0, les étendues o, xi\ o, a^ X2 ; etc.. 
0, ai 7.2 ,..oLj, ; .... elles sont elles-mêmes rationnelles puis- 
qu'elles sont des multiples du dixième, du centième, etc.. de 
la longueur unité ; et dans le cas de la périodicité du nombre 
décimal illimité, la suite précédente possède une limite L, qui 
est aussi représentée par un point rationnel sur l'étendue 
D...1, et qui remplit celle condition que lorsque p augmente la 
différence L — o, a, a2 . . .a^, devient aussi petite que l'on veut. 

Mais si la suite des a^, n'est pas périodique et que aucune 
des espèces de points dont nous avons admis l'existence ne 
contienne un point L qui remplisse la condition de limite 
relative à Zf — o, aia2...a^„ c'est alors que se place la proposition 
dont nous avons à nous occuper ici et qui est celle-ci : La 

suite o, aj ; o, ai a^ ; ..etc., détermine un nouveau pointsur 

l'unité de longueur, c'est-à-dire que cette suite l'introduit de 
force dans le domaine de nos représentations; le point s'appelle 
alors la limite de cette suite. Il n'appartient pas, par hypothèse, 
aiix espèces de points considérés comme connus ; il est donc 
hors de doute que son existence doit-être démontrée tout 
[i'abord, et son existence est et restera une hypothèse, si une 
pareille démonstration ne réussit pas ; c'est là maintenant ce 
qu'il nous faut examiner. 

21. — Goncept de limite. Des démonstrations de l'existence de 
la limite. — J'ai beau chercher, je ne vois que deux points de 
v\XQ principaux pour démontrer l'existence de la limite L de 
), ai a2 . . . a^ . En premier lieu le point limite L s'otTre comme 
a limite d'une étendue, dont la longueur décroît indéfiniment 
il tombe au-dessous de toute quantité. En second lieu il est 
jaisi par l'esprit comme le point de séparation de deux étendues. 

5 
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Voici comment on peut exposer la première démonstration : 
Tout d'abord on a, pour toute valeur de p et de q. 

o, oci a2 . . . a, <^ 0, ai 3C2 . . . (otp -|- 1) 
parce que 

± - Q I Q I 

10;, ~ 10^^-^^ ^ lO^'-î-^ "^ • * 

et, d'après l'hypolhèse que o, aj aa ... n'est pas un nombre 

rationnel, les a ne seront à partir d'aucun rang tous égaux à 9. 

Si on construit ainsi sur la longueur unilé une étendue Sp 

de longueur y^ ? reliant les points o, oc^ a^ ... a et o, a^ a^ . . 

(a^, + 1), toutes les étendues o, ai a^ ... a,i, si grand que 
puisse être n, se termineront en des points situés sur Sp , de 
sorte que la longueur limite hypothétique L (définie par ce fait 
que L — 0, ai a2 . . .a,, , pour les valeurs croissantes de /?, peut 
devenir aussi petito. que l'on veut) doit tomber elle aussi dans 
cette étendue Sp . Imaginons maintenant qu'on donne à p des 
valeurs de plus en plus grandes , Sp deviendra aussi petit 
qu'on voudra et chaque nouvelle Sp sera contenue dans toutes 
les précédentes. De la sorte, le point hypothétique se laisse 
resserrer entre des limites de plus en plus étroites. Faisons 
maintenant tendre l'étendue Sp vers zéro, ses extrémités fini- 
ront par se confondre en un même point et ce sera le point L 
hypothétique, dont l'existence se trouverait ainsi démontrée. 

Il n\y a pourtant là point de démonstration, mais bien une 
surprise. En effet, l'étendue Sp est et reste indéfiniment limitée 
par des points appartenant aux espèces supposées données. 
Nos hypothèses nous autorisent sans doute à diminuer indéfi- 
niment l'étendue 5;, ; mais c'est là une opération de la pensée 
qui ne change en rien la nature de notre représentation. Grande 
ou petite, l'étendue Sp reste toujours une étendue comprise 
entre deux points rationnels. Si maintenant tout-à-coup et sans 
fondement logique, nous substituons à Vétendue un point, c'est 
là un acte par lequel nous faisons clairement et gratuitement 
int'^'rvenir une représentation nouvelle ; nous la laissons suivre 
immédiatement la première et anticiper précisément sur ce 
qui devait être démontré. Une rencontre graduelle de deux 
points, expression dont on se sert et qui semble très bien tra- 
duire le fait, est absolument un non sens. Ou bien on a des 
points séparés par une étendue, ou bien on n'a qu'un seul 
point, il n'y a pas de milieu. 

L'autre méthode de démonstration est la suivante : Les 
points que nou^ imaginons donnés sur l'étendue unité se par- 
tagent en 3 catégories : 1° ceux qui finiront par se trouver 
couverts par les étendues que l'on porte successivement sur la 
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longueur ... 1, savoir, o, a^, o, a^ a^ ... etc ; 2° Les pointspour 
lesquels cela n'arrivera jamais. 3° Les points hypothétiques 
de telle nature qu'ils n'appartiennent h aucune de ces deux 
premières catégories. Il est tout d'abord facile de voir que la 
troisième catégorie contient ou pas de points ou un point au 
plus ; car on peut faire les deux remarques suivantes : 1** dès 
qu'un point appartient à la première catégorie, il en est de 
TQÔme de tous ceux qui se trouvent entre zéro et lui, et dès 
qu'un point appartient à la deuxième, il en est de même 
de tous ceux qui se trouvent entre lui et un. 2° tous les 
points décimaux appartiennent à l'une des catégories 1 ou 2. 

Il s'ensuit qu'il ne saurait y avoir 2 points de la troisième 
catégorie, car on pourrait imaginer des points décimaux 
dans l'intervalle qui les séparerait ; ces points seraient ou non 
couverts dans la suite des constructions o, ai o, ai ag ... et il 
en serait de môme des deux points en question ce qui est contre 
l'hypothèse. Ainsi la catégorie 3 ne peut contenir que un ou 
aucun point. 

De la remarque(l) résulte maintenant que les étendues sur 
lesquelles se trouvent les points de Tune et de l'autre catégorie 
sont sans interruption de sorte que le point de 3°''' espèce, s'il 
existe, ne peut être que l'extrémité commune aux deux 
étendues. Mais si l'étendue unité se partage en deux portions 
égales telles que les points de l'une finiront par être couverts, 
tandis que les points de l'autre ne le seront jamais, il faut que 
leur extrémité commune soit également la limite hypothéti- 
que L, car ce point précisément satisfait à la condition 

Lirn [L — o, ai a2 ... a^,) =z o ; 

d'où il suit encore qu'un point de S™'' espèce est impossible 
parceque le point limite n'est jamais atteint. 

Si convaincante que nous paraisse toute cette explication, 
elle cache encore cependant une surprise, quoique un peu 
moins visible que la prétendue première démonstration ; j'a- 
vouerai même que pendant un certain temps je me suis 
imaginéavoir réellement découvert là la preuve de la limite. 

Pour caractériser d'un mot le point faible de la démons- 
tration, elle serait absolument rigoureuse si nous élargissions 
encore le concept de quantité géométrique par cette proposi- 
tion complémentaire « que la longueur est formée de points » 
Cela va tout de suite devenir clair. 

Je remarque d'abord que jusqu'à la phrase qui commence 
par ces mots : « de la remarque (1) résulte maintenant que....» 
le raisonnement ne souffre aucune objection. G!est seulement 
la conclusion de la démonstration qui n'est plus satisfaisante. 
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Nous nous plaçons en un point d'où nous pourrons juger 
la valeur de pareilles démonstrations, même sans examiner les 
conclusions séparément, en nous attachant à ce qui peut-être 
démontré d'une façon générale sur le fond de notre représen- 
tation de grandeur, telle qu'elle a été donnée au début de 
Texposé du système Tidéaliste. 

Le concept de quantité supposé ne nous fournit rien de plus 
qu'une longueur précise ... 1, et, sur celle-ci, des points 
innombrables que nous pouvons sans doute imaginer aussi 
resserrées que nous voudrons ; mais, comme je l'ai dit, dans 
tant effort d'imagination, qui correspond h un image déterminée * 
passant devant la conscience sans le moindre nuage, nous 
nous représentons toujours entre deux points voisins un 
segment de ligne droite qui coïncide exactement suivant son 
étendue avec l'unité. Ce que nous avons dit des nombres 
décimaux, à savoir qu'ils doivent appartenir ou a la catégoriel 
ou à la catégorie 2, est vrai de toute espèce de points dont nous 
supposons que se composent les points donnés sur la longueur 
unité. Ainsi nous pouvons dire qne les points donnés appar- 
tiennent à la catégorie i jusqu'à un point N* inclusivement et 
à la catégorie 2 à partir d'un point TV' inclusivement, de sorte 
que, en outre, N el N' sont aussi rapprochés qu'on veut l'un et 
de l'autre, et qu'enfin entre eux il ne peut y avoir aucun des 
points considérés comme donnés. Voilà, en toute rigueur, 
absolument tout ce qu'on peut démontrer et ce qu'a démontré 
le raisonnement précédent. 

La surprise dès lors réside évidemment en ceci, que nous 
admettons des étendues déterminées par les points que l'on 
suppose connus, sans que les extrémités en soient données. 
Une étendue n'est déterminée que par ses deux extrémités. 
Les deux étendues en lesquelles se divise l'unité O...l,ont 
certainement les extrémités et 1, mais l'extrémité commune 
n*est pas déterminée par la première partie de la démonstra- 
tion. L'une des étendues n'est précisément déterminée que 
jusqu'à un point iVde la suite des points représentés, et 
l'autre à partir d'un point JV' analogue. Sur la partie de ces 
étendues situées entre ces deux points, on ne découvre rien. 
Nous pourrons bien par l'imagination augmenter à volonté la 
densité de la suite des points. H viendra, à la place des 
étendues iV. . .2V', d'autres étendues iVi.., M' qui sont toujours 
contenues dans les précédentes et tombent en petitesse au- 
dessous de toute limite. Mais il n'ya jamais que des étendues; 
et, comme nous l'avons expressément relevé dans le premier 
mode de démonstration, cette façon de diminuer ne saurait 
rien changer à la nature essentielle delà représentation; au 
contraire, le fait d'annuler l'étendue ou de la transformer en 
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un point est un acte arbitraire qui ne souffre pas une démons- 
tration réelle. 

Mais si nous changeons essenliellement la représentation 
de la longueur, et que nous la concevions non seulement 
coname le support de points ; déjà connus, mais comme un 
agrégat de pjints si nous abandonnons cette représentation 
suivant laquelle ligne et point sont quelque chose de tout-à- 
fait différent, la critique de la deuxième démonstration croule 
évidemment, et il faut reconnaître à celle-ci une entière rigueur. 
Nous ne pouvons peut-être pas nous représenter par Timagi- 
nation tous les points dont l'étendue se compose; mais il 
suffît qu'ils existent réellement. Ils se décomposent toujours 
en deux catégories suivant qu'il leur arrivera d'être une fois 
ou de n'être jamais atteint, et de la troisième catégorie, il ne 
pourra y en avoir qu'un ; mais qui, étant donné qu'un point 
n'a pas de longueur, n'entre pas en considération et doit 
nécessairement coïncider avec l'extrémité commune aux deux 
étendues. Car l'extrémité de l'étendue des points atteints ne 
sera elle-même jamais atteinte, c'est-à-dire ne touchera 
jamais à la limite. 

On sent d'ailleurs qu'en considérant la longueur comme 
formée de points on suppose par cela même avant tout l'exis- 
tence de toute longueur limite, et que dès lors cette représen- 
tation doit engendrer une suite d'idées toute différente de 
celle qui nous préoccupe ici.. 

Mais cette représeniiAion n'est ni claire ni nette. On peut 
bien, pour l'expliquer, citer l'image d'un crayon dont la 
pointe trace un trait fin. Mais il y a là l'idi^'c de mouvemeni, 
le trait est le trajectoire de la pointe mobile. La représenlalion 
de l'espace, immobile et fixe, ne fera jamais sortir l'image 
d'une ligne véritable uniforme d'une suite de points, si dense 
qu'elle soit, car des points n'ont pas de dimension«5, et par 
conséquent une suite de points aussi dense qu'on voudra ne 
peut jamais devenir une distance ; bien au contraire, on consi- 
dérera toujours la distance comme la somme des intervalles 
de points. 

La conception de la ligne comme suite de points répond 
encore à la même lacune dans la suite des idées que nous 
avons critiquée déjà deux fois. En effet la suite' de points sur 
l'étendue rectiligne, avec ses intervalles aussi petits qu'on veut, 
est une représentation dont l'essence n'est pas changée par la 
diminution poussée jusqu'à l'iijfini des intervalles de points. 
Quand tout-à-coup nous supposons ces intervalles nuls, nous 
sautons brusquement suivant notre fantaisie et sans transition 
à une limite, qui cette fois non seulement n'est pas représen- 
table^ mais aussi est lout-à-fait absurde ou du moins para- 
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doxale. Je rejette ainsi Télargissement duconcept de grandeur, 
suivant lequel la ligne doit être composée de points, la surrace 
de lignes, etc. 

Il me faut donc renoncer à une démonstration de la limite 
L du nombre décimal o, oci «2 .... fondée surles hypothèses 
faites au début. 

C'est aussi en effet qu'on demande l'impossible, quand on 
veut d'une suite de points exclusivement composée de points 
appartenant à une catégorie donnée, faire sortir un point 
n'appartenant pas à cette catégorie. Pour moi la chose est 
tellement inimaginable que J'atfirme qu'aucun travail intellec- 
tuel n'arrachera jamais à un cerveau humain une démonstration 
de ce genre, dût-on y supposer réunis le don de divination de 
Newton, la clarté d'Euler et la puissance écrasante de l'esprit, 
de Gauss. 

Toutefois il est conforme à l'intuition générale que la 
fraction décimale o, ai a2 ... indéfiniment prolongée, repré- 
sente une valeur^ à laquelle nous pouvons donner une forme 
sensible, soit à l'aide d'une longueur ou bien d'une autre quan- 
tité mathématique, par exemple, d'un poids. En effet, une foule 
innombrable de fractions décimales ont une limite qui peut 
être représentée par une longueur, et rien dans les fractions 
décimales ni dans les longueurs ne peut éveiller le moindre 
soupçon que, à l'égard d'une prapriété aussi générale que la 
co-existence de fraction décimale et de limite, une différence 
entre elles soit possible. Enfin on peut, en tout cas, approcher 
autant qu'on veut de la limite hypothétique, c'est-à-dire on 

peut trouver une quantité Li telle que L, — o.ai az a^ ... 

pour toute valeur de 7) reste au-dessous d'une longueur, si 
petite qu'on l'ail choisie, en resserrant, comme je l'ai fait voir, 
la limite hypothétique dans un intervalle convenable. 

22. — L'objet des considérations précédentes va être com- 
plété au sens de l'Idéaliste. — Si nous n'avons pu conclure 
avec nécessité, de nos représentations le point limite L, c'est 
que, ou bien réellement il n'çxiste pas, ou bien nous n'avons 
pas encore tiré tout le parti possible de nos représentations. 
Elles renferment encore des rapports que nous n'avons pas 
considérés, car lorsque noire représentation de grandeur est 
complote, et que ses liaisons avec le reste de notre système de 
représentations se montrent clairement, il faut que les points 
limites, s'ils existent, en découlent nécessairement. 

Il y a, en effet, une question essentielle que nous ne nous 
sommes pas encore posée. Etudions encore une fois la forma- 
tion de la limite L ; ce que nous avons en vue viendra aussitôt 
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«n pleine lumière, si nous examinons les choses d'un point de 
^ue plus physique. 

Comme idéaliste, je crois h la réalité de mes idéaux, je 
crois à la réalité objective de mes idées poursuivies jusqu'aux 
limites extrêmes de ma pensée, quoique, en vérité , comme 
l'infini, elles ne soient pas représentables. Je crois à l'infini et 
à l'existence objective d'images géométriques précises ou 
plus co.Tectement à leur possibilité ; car cette possibilité si- 
gnifie que seules des circonstances secondaires et accessoires 
peuvent s'opposer à leur existence, comme on dit qu'il est 
possible que deux montres aillent parfaitement ensemble. Et 
toutes conclusions qui reposent sur de pareilles hypothèses 
doivent tomber dans le domaine de la possibilité, ou bien, sui- 
vant leur nature, dans celui de la réalité. 

Maintenant considérons une longueur précise, non-seule- 
ment imaginée, mais existant quelque part. Les longueurs 
0, «1 ; 0, ai ag ... . existeront pareillement, et alors, ou bien 
leur point limite est une réalité objective, ou bien il n'y en a 
point. Tout cela est indépendant du fait que dans le monde il 
y a ou non des cerveaux pensants ; nous n'avons donc pas à 
nous demander : 

Pouvons nous parvenir avec nécessité, par un chetuin quel- 
conque ^ de nos représentations initiales à la repi^ésentation finale 
d'un point limite ? 

Mais : Eooi te-t-il, indépendamment d'un être pensant, un 
point limite j lorsque les étendues o, ai ; o, oci y^i ; .... existent ? 

Cette façon d'envisager la question nous prescrit évidem- 
ment pour la traiter, une autre route que celle suivie tout 
d'abord. Nous n'avons plus le droit de poser en principe, 
comme nous l'avons fait au début de l'exposé du système de 
ridéaliste, les points que uous pouvons par la pensée placer 
sur la longueur unité, mais bien ceux qui y sont réellement. 

Il se présente donc à nous tout d'abord la question du 
nombre de points de division qu'il faut distinguer surTétendue 
unité. Nous pouvons nous en représenter autant que nous 
voulons, mais combien y en a-t-il qu'il faille regarder comme 
distincts ? — Nous pouvons encore nous demander à un point 
de vue plus physique : Combien d'étendues moindres qu'une 
étendue donnée existent ou sont possibles ; c'est-à-dire, si elles 
n'existent pas, doivent seulement au hasard de ne pas exister? 

Pour donner h. cette question une réponse satisfaisante, je 
vais d'abord établir une distinction de la plus haute importance 
entre deux concepts. 
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23. — Des concepts de nui mité et de rinflni. — La quantité 
de points de divisioa de Tunité de longueur ou d'étendueà 
partielles en lesquelles se partage l'étendue unité est dite 
illimitée ou bien infinie. Dès que nous aurons établi exactement 
le sens de ces deux expressions, les questions relatives au 
nombre de parties d'unité et à l'existence de la limite trouve- 
ront d'un coup leur solution. 

Un exemple éclaircira pour nous le sens de ces deux mots. 
Demandons-nous quel est le nombre des corps célestes 
répandus dans l'espace. Quand nous regardons de l'œil nu le 
ciel étoile, quelques étoiles brillantes nous apparaissent 
bientôt, comme parmi les points de division de retendue unité, 
notre pensée voit d'abord les fractions rationnelles. Une 
observation plus exacte faite à l'aide du télescope peut nous 
révéler, en raison de l'intensité de lumière et du grossissement 
dont nous disposons, partout où semblait s'étendre une obscu- 
rité uniforme, des masses d'étoiles de plus en plus denses. Nous 
avons ainsi l'impression qu'il n'y a pas de limite au nombre 
des étoiles ; et nous disons : Les corps célestes nous apparais- 
sent en nombre illimité. Mais à cette question « Quel est donc 
le nombre ?» — illimité ne serait certainement pas une réponse 
satisfaisante, parcequ'on voit toujours là par la pensée un 
homme qui compte et qui n'arrivera pas à la fin de son calcul, 
soit qu'il n'existe pas de fin dans ce qu'il compte, soit qu'il ne 
puisse atteindre cnlle qui cxis'e. 

Par le mot infini la plupart des gens instruits entendent 
que l'extension ou le nombre ainsi qualifié dépasse en réalité 
et indépendamment de l'existence d'êtres pensants tout ce qui 
peut à l'aide d'une unité déterminée se mesurer ou se compter. 
On dit « l'espace inQni » et si on se le représente répandu 
partout avec les corps célestes qu'il contient, on dira aussi le 
nombre des corps célestes est infini. L'exactitude de cette pro- 
position peut bien être contestée, mais à l'égard de l'expression 
personne ii'aura rien à objecter. 

L'expression «je me représente l'espace comme illimité» est 
inattaquable ; mais il serait impropre de dire : je me représente 
l'espace comme infini, parcequ'on ne peut pas précisé- 
ment se représenter l'infini, qui sort du cadre de toute 
représentation. Il nous faudrait dire : je crois qu'il est infini. 

Tout cela bien pesé, voici maintenant comment on peut 
résumer le rapport de l'illimité à l'infini : Nous nommons 
illimité en grandeur ce qui, tout en étant fini, ne peut être 
dépassé par des multiples de mesures fixes, parceque nous 
nous le figurons grandissant et sortant des confins de toute 
sphère. 

Représentons-nous une mesure aussi grande que nous 
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voudrons, nous nous figurons la quatitilé illimitée comme la 
dépassant. Que la quantité illimltéo soit affranchie de l'idée 
qui raccompagne dans notre esprit, que celui-ci renonce à 
satisfaire au besoin qu'il a d'une représentation, alors de 
l'illimité sort le concept de ce qui est supérieur à tonte quantité 
et ne peut plus se représenter, l'infini. 

Il est de la plus haute importance de bien établir que 
l'illimité est toujours fini, et que l'inQni s'applique à ce qui 
suit le fini dans la direction de ce qu'on suppose illimité, c'est- 
à-dire, à ce qui n'est pas fini, 

La question : Quel est le nombre de points de division 
situés sur l'étendue unité ? reçoit donc do ce qui précède la 
solution suivante : Dans la représentation, ce nombre est ilti- 
mitéf et par suite, dans la réalité objective, il est infini, 

24. — L'Inflniment petit et ses principales propriétés. — La 
proposition que le nombre des points de division de l'étendue 
unité est infiniment grand engendre avec une nécessité logique 
la croyance à Yinfiniment petit. 

En effet, nous avons établi plus haut que, selon le véritable 
concept de grandeur, les points ne se suivent pas les uns les 
autres sans intervalle sur la longueur, qu'ils ne peuvent donc 
se rejoindre mais sont toujours séparés par des étendues, de 
sorte que de simples points ne peuvent jamais former des 
étendues; à leur tour les points infiniment nombreux sont 
séparés par des étendues infîaiment nombreuses. Donc, de ces 
étendues aucune ne peut être finie, c'est-à-dire ne- peut être 
contenue un nombre fini de fois dans l'unité de longueur, parce 
que, l'unité de longueur étant arbitraire, toute étendue si petite 
qu'elle soit doit-ôtre constituée comme l'unité de longueur, et 
contenir aussi une infinité de points de divi'sion. 

On voit donc que l'étendue unité se décompose en une infi- 
nité d* étendues xtariielles, dont aucune nest finie. Ainsi V infi- 
niment petit existe réellement. 

Voyons maintenant de plus près les propriétés de cette 
nouvelle espèce de grandeur. La propriété principale de l'infi- 
niment pelit est la suivante : 

Un nombre fini d'étendues infiniment petites ajoutées les unes 
aux autres ne donne pas une étendue finie, mais de nouveau 
une étendus infiniment petite. 

Il est vrai qu'on ne peut pas plus se faire une idée du 
domaine de Tinfinimont petit que de celui du fini. On ne peut 
assigner de limite supérieure ni au fini ni à l'infiniment petit ; 
mais ce qu'il y a de sûr, c'est que, si grande qu'on puisse s*; 
figurer urne étendue finie, un nombre fini de pareilles étendues 
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disposées à la suite les unes des autres fournit toujours de 
nouveau une étendue flnie. Celte propriété convient aussi à 
rinflniment petit, d'après son origine. Car si un nombre fini 
d'étendues infiniment petites donnait une étendue flnie, elles 
ne pourraient pas toutes être infiniment petites, parcequ'il 
serait pour cela nécessaire qu'elles fussent en nombre infini 
sur une étendue finie, — d'où résulte la proposition. 

Ce n'est pas sans peine que la croyance à Tinfiniment petit 
s'impose. Cependant, si on saisit l'idée hardiment et sans pré- 
jugé, si on ne recule pas timidement devant les dif!îcult(^s 
mais qu'au contraire on accepte les propriétés de ceUe nou- 
velle espèce de grandeur, telles que la logique les impose 
avec nécessité, comme quelque chose où il n'y ait rien à chan- 
ger ni à interpréter, alors la méfiance première fera bientôt 
place à une sécurité bienfaisante grâce à laquelle on sa sent 
tout-à-fait h l'aise dans les fondements de la science exacte, si 
obscurs et si litigieux qu'ils soient, et on peut prendre posi- 
tion d'après des principes fixes. 

Celui pour qui est nouvelle la conception développée ici de 
l'infîniment petit trouvera bien épineuse l'extension qu'elle 
implique du concept d'égalité. En effet, je nomme égales deux 
étendues finies, lorsqu'il n'existe entre elles aucune différence 
finie. Cela n'empêche pas, et c'est là la difficulté signalée, 
qu'on peut supposer qu'elles diffèrent par des infiniment petits. 
Si on voit des difficultés sérieuses à cette extension du concept 
d'égalité, c'est qu'on n'a pas encore une vue nette des raison- 
nements logiques qui conduisent à l'infiniment petit. Sans 
doute ce concept d'égalité est contraire à l'idée qu'on s'en fait 
d'ordinaire, suivant laquelle la différence est absolument nulle 
et brave toute représentation. Mais Tessence propre de l'infini- 
ment petit est précisément qu'il réside et doit résider en dehors 
de nos représentations et par suite nous ne pouvons exiger 
qu'à propos d'une de ses propriétés, qui peut nous paraître 
étrange, il s'offre tout-à-coup à nous en une représentation. 
Nous concluons donc : 

Deux quantités finies dont la différence est in finiment petite 
sont égaler. 

En raison de son importance, je montrerai que cette propo- 
sition n'est pas en contradiction avec le concept de la quantité 
mathématique, tel que nous l'avons donné dans Tiniroduction 
(art. 16). Quand deux quantités de même espèce sont inégales, 
leur dillerence est à son tour une quantité mathématique de 
même espèce (2°"® propriété). Mais l'infiniment petit n'est pas 
une quantité mathématique de même espèce. Car s'il l'était, 
en vertu de la :^"« propriété, on pourrait à l'aide d'un multi- 
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pie fini de cette différence infiniment petite dépasser toute 
quantité mathématique: ce qui exclut le concept de l'infîni- 
ment petit. Ainsi il n'y a entre les deux quantités aucune diffé- 
rence de môme espace, elles ne peuvent donc être inégales, 
c'est- à-direqu'ellessont égales, en verludela propriélé I,par- 
cequedes quantités mathématiques sont ou égales ou inégales. 
Nous donnons encore à la proposition la forme suivante : 

Une quantité finie ne change pas si on y ajoute ou quon en 
retranche un infiniment petit. 

Ces rapports une fois établis nettement entre le fini et, Tin- 
liniment petit, demandons-nous maintenant : Comment faut-il 
s'imaginer l'infiniment petit ? — Car si son rapport au fini 
n'est point représentable, en tout cas l'infiniment petit peut en 
lui-même, si on fait abstraction de ce rapport,correspondre à 
certaines représentations. Naturellement on doit se le repré- 
senter tel qu'il prend naissance sous nos yeux, c'est-à-dire^ (en 
tant que nous considérons la longueur comme type de quan- 
tité), comme une portion d'étendue, par conséquent comme 
quelque chose d'identique au fini, comme une étendue. 

Et généralisant tout naturellement, nous appliquons alors 
tout ce que nous savons sur le partage et l'addition d'étendues 
finies aux mesures des longueurs infiniment petites, parceque 
rien dans les idées acquises jusqu'ici n'oblige à admettre pour 
les longueurs infiniment petites des propriétés s'éloignant du 
fini. Par suite 

V infiniment petit est une quantité mathématique et a de 
commun avec le fini V ensemble de ses propriétés. 

Quand une fois on a placé l'infiniment petit à côlé du fini 
dans nos concepts de la réalité, il ouvre la voie à de très nom- 
breuses et nouvelles recherches. 

Il se présente, par exemple, tout d'abord la question sui- 
vante : A l'aide des conclusions précédentes, étudier l'infini- 
ment petit dans ses rapports avec l'infiniment petit, en tirer de 
nouvelles conclusions et ainsi de suite. De cette façon prend 
naissance une suite d'espèces de quantité se succédant de telle 
sorte qu'un nombre fini de quantités d'une espèce ne fournit 
jamais une quantité des espèces précédentes. 

Lorqu'on étend aux quantités d'une seule de ces espèces 
les propriétés des quantités mathématiques ordinaires, et par 
conséquent les mêmes règles de calcul que pour le fini, la 
comparaison des différentes espèces de quantités les unes aux 
autres est l'objet de ce qui a élé appelé le calcul infinitaire. Ce 
calcul ôpére sur les rapports de quantités infiniment petites ou 
d'infiniment petits d'espèce à espèce; et ces espèces montrent 
entre elles des liaisons qui échappent au concept ordinaire de 
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quantité. Les passages d'une espèce h une autre ne présentent 
pas, par exemple, la continuité de la variation des quantités 
mathémaliques, quoiqu'elles ne donnent pas de changements 
brusques ; bref nous sortons ici, pour ainsi dire, de la science 
des grandeurs, et nous entrons dans une voie nouvelle où l'on 
étudie non pas les rapports qu'ont entre elles les quantités 
d'une même espèce, mais les rapports des espèces de quantités 
qui se distinguent les unes des autres à Faide de Tinfîni. 

Dans l'analyse ordinaire , on distingue les ordres des 
quantités dites infiniment petites, et on entend par là leurs 
puissances entières. — Les puissances fractionnaires ont les 
mêmes droits h être prises pour des ordres, mais les différentes 
espèces possibles d'infiniment petits, forment, comme l'apprend 
le calcul infînitaire,une suite de degrés beaucoup plus resîserrée, 
semble-t-il, que celle des nombres épuisée déjà par l'ensem- 
ble des puissances de la quantité qui devient infinie. Aussi 
au point de vue de la possibilité d'approcher d'unevaleur 
délerminée quelconque , la suite de degrés des ordres de 
l'infini possède d'autres propriétés que la suite desquantités 
linéaires. 

25. — Le concept de limite et les nombres. — De même que 
nous substituons aux nombres des longueurs, de même nous 
substituons les nombres aux étendues partielles de l'unité. 

Dès qu'on a complété par l'infiniment petit le concept de 
quantité, l'existence du point limite o, a^ ag . . . . est aussitôt 
mise hors de doute. Chacune des deux démonstrations données 
plus haut acquiert alors une rigueur absolue. Considérons par 
exemple la deuxième : les points susceptibles d'êlre couverts 
vont Jusqu'à un certain point N; ceux qqi ne le seront pas 
partent d'un point N\ Mais l'étendue NN' est maintenant 
infiniment pt-tite, tandis que précédemment il fallait la consi- 
dérer comme décroissant sans limite. Acceptons donc le point 
N comme point limite, extrémité de la longueur L : il doit en 
réalité satisfaire à la condition que L — o, ai a2 ... «^ pour les 
valeurs croissantes de p tombe au-dessous de toute limite, car 
la différence ne peut pas rester supérieure à NN*, et, puisque 
cette étendue est infiniment petite, elle n'ajoute rien à oiVou L 

C. Q. F. D. 

Inversement à chaque étendue correspond un nombre 

0, ai «2 si L n'est pas une fraction décimale de l'étendue 

lunité, «1 est alors le plus grand multiple de dixièmes de 
l'étendue unité , qui soit inférieur à L, 0L2 le plus grand 

multiple de centième, qui soit inférieur à L — 0, ai etc cela 

donne naissance à une fraction décimale illimitée, dont le point 
limite est L, 
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Les points de division de l'étendue unité sont ainsi tout à 
fait équivalents aux nombres, y compris les fractions décimales 
limitées ou non. A chaque point correspond un nombre, à 
chaque nombre une fraction décimale de l'unité, de sorte que 
nous disons : 

U ensemble de tous les nombres est infini 

Maintenant allons plus loin dans nos conclusion?. Ici 
comme lorsqu'il était question de Tensemble des corps célestes, 
intervient un ensemble indéfiniment grand. Les ensembles sont 
mesurés par les nombres entiers. Il y a donc une iniinité do 
nombres entiers. En vérité on sera disposé au premier abord à 
ne tenir la suite des nombres entiers que pour illimitée, parce- 
qu'on pense à celui qui compte ; mai>-' il faut encore ici séparer 
lei'prit qui compte du nombre lui-môme. On lit quelquefois 
dans Gauss : Numerus infinité magnus,ei ses expressions sont 
ordinairement bien pesées. 

Si on s'imagine le nombre entier non pas tel qu'il est écrit 
dans le système décimal, mais sous la forme d'une série 
ordonnée suivant les puissances croissantes de 10, 

Po + Pi 10 + P2 10'+ ••• ,?, = 0,1,2, .. 9 

la série inQnie donne alors l'imagedu nombre entier infini. Il se 

produit ici ce fait curieux que les derniers termes du second 

membre, que l'on perd de vue quand le nombre quitte le 

domaine de la représentation, ont précisément la plus grande 

influence sur sa valeur. Cette circonstance présente un intorêt 

tout parculier. Si en effet avec le concept de l'inûnimont grand, 

nous admettons naturellement, comme nous l'avons fait dans 

notre système de concepts, celui de Tinfiniment petit, nous 

devrons le représenter numériquement par cette fraction, 

un nombre fini ^^ ,. „ j v • u - i* - 

r — ^-r- — . I)e cette façon de s imagmer le nombre mhni 

un nombre mtmi ^ ° 

résulte maintenant que la forme particulière du numérateur et 
du dénominateur disparaît complètement de cette fraction. 
Car les chitTres dans le fini sont sans influence en comparaison 
de celle qu'ils ont dans l'infini ; et les chiffres dans l'infini 
sortent de la perception, et ne peuvent être indiqués, de sorte 
qu'en fait la valeur numérique de chaque terme est complè- 
tement laissée de côté et que l'infiniment pelit apparaît comme 
se tenant en dehors de tout rapport numérique avec le fini. 

Si donc je pense qu'il est tout à fait nécessaire de concevoir 
l'ensemble des nombres entiers comme infini, les nombres 
rationnels au contraire (nous les supposons encore compris 
entre zéro et un) forment un ensemble illindlé et non pas infini. 
Cela est impliqué dans leur définition même qui les présente 
comme des fractions simples ayant un numérateur et un déno- 
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minateur finis. La restriclion que les numérateur et dénomi- 
ieur ne puissent pas devenir infinis t'ait que l'ensemble des 
nombres rationnels peut, en vérité, être supposé aussi grand 
que Ton veat, mais qu'il reste toujours fini, c est-à-dire que, si 
grand qu'on le suppose pendant un instant, il peut toujours 
être dépassé par un autre ensemble fini. 

L'ensemble de tous les nombres est infini, parce qu'il ne 
suppose pas l'existence d'êtres pensants, tandis que l'ensemble 
des nombres rationnels est lié à la personne qui pense, ce qui 
déjà est impliqué dans le caractère arbitraire de la grandeur 
qu'atteignent le numérateur et le dénominateur. 

26. — Le zéro et l'inflniment petit. — La propriété de 
rinfiniment petit que, ajouté au fini, il ne le change pas, fait 
paraître tout à tait inutile une figure quelquefois incommode 
en analyse, le vrai zéro, qui désigne l'absence de toute quantité. 
Quand une variable x est assujettie à parcourir en entier le 
domaine des quantités réelles, on pense le plus souvent que ce 
domaine comprend le pur zéro; je crois que c'est une erreur. 
Dans bien des cas, il est vrai, il importe peu que l'on accepte 
ou qu'on rejette le zéro. Il peut cependant, quand on perd de 
vue le véritable sens des symboles, obscurcir la signification 
des formules, et maintes confusions sont déjà résultées de ce 
que parfois d'une manière purement formelle le zéro a été 
traité comme une quantité. 

Les formes -jr-1 -^ par exemple, que l'on rencontre si sou- 
vent sont absolument à réprouver, car elles manquent d'exac- 
titude ou de sens. Elles sont en tous cas incompréhensibles 
pour le débutant. Le zéro doit-il être un infiniment petit, 
elles sont inexactes, le zéro doit-il signifier < rien » un divisé 
par rien est évidemment un, et rien divisé par rien demeure 
rien. Heureusement la tendance à épurer la mathématique de 
pareilles combinaisons de symboles dépourvus de sens, chose 
si désirable pour l'étudiant, gagne tous les jours des partisans 
nouveaux. 

Si la variable étant supposée positive, on la fait tendre vers 
zéro comme cela est prescrit dans les questions de limite, et si 
on lui fait parcourir d'abord tous les degrés des grandeurs 
finies, chaque degré étant si l'on veut augmenté ou diminué à 
l'aide d'un infiniment petit, et que par suite on lui fasse 
parcourir tous les degrés del'infiniment petit de tous les ordres 
X a épuisé le domaine des quantités positives Si on ajoute ces 
mêmes valeurs supposées négatives, œ aura épuisé tout sow 
domaine de quantités réelles. Le vrai zéro n'appartient pas à ce 
domaine, il n'est pas une quantité. 
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Lorsque d'ailleurs on aborde la question au point de vue 
psychologique, cela paraît être un acte violent de l imagination 
d'anéantir une quantité mathématique indéterminée ou de 
-variation arbitraire, et de la créer ensuite de nouveau, comme 
on rallume un flambeau éteint. Une quantité variable désigne 
une suite de représentations de môme espèce ne différant que 
par leurs mesures numériques, et annuler ce qu'on suppose 
Arariable, c'est évidemment introduire, par un acte spécial de 
la volonté, une représentation nouvelle dans le concept de Ja 
quantité. 

Lldéaliste ne doute pas que le vrai zéro ne soit tout à fait 
inutile à l'analyse. Il est pourtant nécessaire d'insister sur ce 

point. On ne devrait pas dire, par exemple i x — i devient 
Bul pour a? = 1, mais devient infiniment petit pour a; z= 1. On 

1 

dirait: r devient 1 quand 07 devient infiniment petit, — devient 

infini positif, quand u devient infiniment petit positif, et infini 

négatif, quand x devient infiniment petit négatif; — r n'est 

bien déterminé que pour une valeur finie de œ ou une valeur 
de X qui diffère infiniment peu de 1. Enfin on peut voir dans 
toute égalité t/ iz: ce fait que U est un infiniment pelit d'ordre 
plus élevé que les termes positifs on négatifs qui interviennent 
dans l'égalité C/'= 0, et qui peuvent par une addition ou une 
soustraction d'eux-mêmes dans les deux membres de U = 
être transportés dans un seul. 

Les expressions précédentes sont loin d'ailleurs d'être 
nouvelles, elles ont été souvent employées au contraire, mais 
pas toujours avec le sentiment bien net de leur portée. 

27. — Quelgues mots encore sur la terminologie de l'Idéaliste. 
— Nous suivrons encore le langage de Tldéaliste dans les deux 
expressions de limite les plus connues : 

1® A notre conception répond cette façon de parler, La 

valeur de (l + ~) > lorsque œ devient infiniment grand, se 

transforme en l'irrationnelle e. De même (1 -|- x)^ , quand x 
devient infiniment petit, se transforme en e. L'une et l'autre 
expression doivent être prises h la lettre. Cela n'aurait pas de 

se 

sens de dire que (1 + x) tend vers e, quand x devient nul, 
car pour x=:i), (i -f- x) est un symbole dénué de sens. Dé- 
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signons par e un inQniment petit d'ordre quelconque et de 
valeur quelconque (étant donné son ordre), on a alors en toute 
rigueur 

(1 + 6)' = ^. 

2° Si Ay désigne Taccroissement de la fonction y = f(co)^ 
qui résulte de l'accroissement Ao? donné à l'argument, et f'{œ) 
le quotient différentiel de f{x) supposé exprimable à l'aide de 

procédés connus, de sorte que dans l'égalité -r^ = f\x) + S, 8 

tombe au-dessous de toute limite avec Ao?, nous dirons alors 
que 8 dévient infiniment petit, quand Aa? le devient lui-môme, 
et, désignant par dx, dy et s des quantités infiniment petites, 
nous écrivons 

% = r(^^ + ^' 

égalité absolument rigoureuse. Non moins rigoureuse est 
celle-ci 

d'après la proposition sur l'addition des inQniment petits. De 
même donc 

dy =: f'{x) Ix 
et cette égalité équivaut, d'après ce qui précède, à celle-ci : 
dy — f'{x)dx zz un infiniment petit d'ordre supérieur à dx. 

Ces exemples suffiront pour caractériser les conceptions 
etle langage de l'Idéaliste et nous mettre h môme de nous en 
servir correctement dans toutes les occasions. 

28. — Des différentes conceptions de l'infiniment petit en 
mathëmatiqaes. — L'infiniment petit a acquis droit de cité en 
mathématiques depuis Leibniz qui rappelaitquantitasinflnité- 
sima, mais seulement comme terme scientifique. Mais Leibniz 
n'est pas parvenu à saisir neltementle sens de l'infiniment petit, 
et depuis l'apparition de ces fameuses six pages et demie dans 
les acla eruditorum, 1684 (*), le travail des mathématiciens 

(*) Page 467 — 473. Introduisant la différentielle dès les premières 
lignes de ce mémoire, aujourd'hui encore difficile à comprendre, il dit : 
Jam recta aliqua pro arbitrio assumta vocetur dx.... de sorte que (et 
c'est ce que rend probable la figure) ici, les lignes semblent d'abord 
avoir été supposées proportionnelles aux accroissements différentiels, 
devenus plus tard d'un usage courant. Qu'on lise aussi à ce sujet les 
remarques préliminaires de M. C. Gerhard, Leibniz, ed Pertz, III suite. 
Volume V, page 215. 
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essentiellement appliqué aux méthodes et aux résultats du 
calcul différentiel n'a pas éclairci davantage le concept de la 
différentielle. Cette incertitude fait peu d'honneur à notre 
science qui d'ordinaire est donnée en modèle aux autres. 

Les uns, notamment les mathématiciens du siècle dernier, 
ont pris l'in fin iment petit tout-à-fait au sérieux : ils veulent 
entendre par là, une sorte de quantité extérieure au domaine 
commun des quantités, et qui possède une existence réelle. 
C'est plutôt, en vérité, un pressentiment qu'une déduction 
logique, comme celle que j'ai essayée plus haut, qui les a 
conduits à cette manière de voir. 

Plus tard des analystes, qui représentent une opinion inter- 
médiaire, considèrent Tinfiniment petit, non pas sans doute 
comme une quantité ordinaire, mais au contraire comme une 
quantité qui s'écoule, en mouvement vers le zéro, saisie sur le 
point de s'évanouir, par conséquent quelque chose comme ce 
que nous avons appelé illimité en petitesse. 

Une troisième sorte de représentation rejette absolument 
l'infîniment petit, le tient pour une expression impropre mise 
à la place de aussi petit qu'on veut ; la quantité aussi petiteque 
l'on veut, pouvant être supposée assez petite pour donner aux 
relations le degré de rigueur nécessaire. Les relations portant 
sur des quantités ainsi laites infiniment petites sont alors 
inexactes, à peu près comme celles de la physique mathémati- 
que, avec cette seule différence qu'elles sont aussi peu inexactes 
que l'on veut. Cependant je regrette dans notre littérature 
l'absence d'un développement logique de cette idée, qui 
dissiperait complètement à sa façon les difficultés relatives au 
calcul à l'aide de différentielles. 

E^i^n, il n'a pas manqué de mathématiciens qui n'ont pas 
intppduit dans leurs relations l'hypothèse de Tinfiniment petit 
coçQpae expression littérale, et certes il ne s'agit pas là d'esprits 
moindres que Newton et Lagrange. Les efforts de Lagrange 
n'ont pourtant servi qu'à célébrer le triomphe de la différen- 
tielle qui aussitôt pénétra de nouveau à travers tous les pores 
de la science d'une façon si irrésistible, que l'édition de ses œu- 
vres qui paraît maintenant adopte les notations différentielles. 

L'Idéaliste se range à la première de ces quatre concep- 
tions, pourtant il ne se fonde pas sur des pressentiments, mais 
au contraire sur des conclusions qu'il lui faut accepter. Autant 
les savants sont disposés à placer l'infini au-dessus de l'illimité 
dans l'espace et dans le temps, autant la plupart d'entre-eux 
se décident difficilement à croire à l'infiniment petit, quoiqu'il 
possède le même droit à l'existence que l'infiniment grand, et 
que môme il doive s'en déduire avec une nécessité logique. 

6 
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On s'éloigne peu volontiers et difQcilement des grandes 
routes du domaine de représentations frayées par réducalion 
générale de l'esprit. La vue du ciel étoile fût-elle refusée à 
rhomme. le génie humain fût-il né et se fût-il développé à la 
façon des troglodites, dans des espaces fermés, ses savants au 
lieu de parcourir à l'aide du télescope les régions loinl aines do 
l'univers se fussent-ils habitués à n'examiner que les plus petits 
éJéments des corps à l'aide du microscope et à pénétrer ainsi 
par la pensée le sens de la petitesse au-delà de toute mesure, 
qui pourrait douter qu'alors l'inTmiment petit n'occupât dans 
notre système de concepts la même place que tient aujourd'hui 
l'infiniment grand ? — D'ailleurs, la tendance à remonter en 
mécanique jusqu'aux plus petits éléments agissants n'a-t-elle 
pas depuis longtemps introduit dans la science Vatome, c'est- 
à-dire l'infiniment petit à qui on a donné un corps ? Et les 
efforts qu'on fait pour le rendre inutile à la physique ne vont- 
ils pas avec certitude au-devant du sort qu'a eu la lutte.de 
Lagrange contre la différentielle '^ 

29. — Rapide coup d'o&il en arrière sur le système de 
l'Idéaliste. — Pour résumer finalement en peu de mots mes 
représentations mathématiques fondamentales, je dirai qu'elles 
donnent lieu à cette suite de quantités. 

Infiniment petit, illimité en petitesse, fini, illimité en gran- 
deur, infiniment grand. 

Le zéro n'y est pas compris, ce n'est pas une quantité. 
Parmi ces quantités, sont réelles et indépendantes de l'exis- 
tence d'êtres pensants : l'infiniment petit, le fini, l'infiniment 
grand. La représentation de l'illimité est liée à l'existence d'un 
être qui pense, ce n'est pas la représentation d'une quantité 
^WQ immobile, elle renferme au contraire l'idée d'un mouve- 
ment au-delà de toute borne, dans lequel notre pensée suit 
inséparablement la quantité qui croît ou décroît, celle-ci est 
donc toujours finie. 

La pensée idéaliste suppose un monde qui, non seulement 
correspond en quelque manière à nos représentations, voire 
même à nos intuitions et à nos concepts les plus abstraits, 
mais qui possède encore par d*îlà nos représentations un 
contenu réel et dont nous avons profondément conscience, 
malgré l'impossibilité pour nous de nous le représenter. Ainsi 
l'idée que la plupart des hommes se font de l'univers est tout 
d'abord celle d'un espace, qui, comme espace a, il est vrai, des 
dimensions, mais dont l'étendue échappe à toute représenta- 
lion. L'Idéaliste, pour désigner les dimensions véritables de 
l'univers, comme pour le nombre des parties de la quantité 
mathémathique, emploie un mot qui ne veut pas dire que nou9 
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ne pouvons pas mesurer ces dimensions, compter ce nombre, 
mais que ces dimensions et ce nombre existent réellement, 
quoique non mesurables à Taide de mesures finies, ce mot 
est infini. Les parties de la quantité finie devant être en nombre 
infini, chacune doit être infiniment petite. 

Do là il résulte premièrement que toute fraction décimale 
illimitée o, ai ag ... a pour limite fixe une grandeur mathé- 
mathique, deuxièmement qu'il y a une infinité de quantités 
numériques o, ai «2 . . 

Pour ce qui touche à rinfîniracnt pelit, il donne lieu à des 
ordres infiniment variés. Si on reste dans le même ordre, il se 
compose comme une quantité mathématique ordinaire, et un 
infiniment petit ajouté à un infiniment petit d'ordre moindre 
ne le change pas. Le fini correspond à l'ordre zéro. 

La conception fondamentale de l'Idéaliste est donc l'exis- 
tence réelle non seulement de ce qui est Tobjet de nos 
représentations mais encore des intuitions qui résultent 
involontairement de nos représentations. Dès que nous les 
tenons pour existantes, il nous est permis de nous demander 
quelle est l'essence de ce qui se dérobe à nos perceptions, et 
dont l'existence s'impose à nous comme celle des dimensions 
réelles de l'univers ; et cette question ne peut recevoir d'autre 
réponse que celle donnée par nous. 



Critique da Système de l'Idéaliste faite par lEmpirisIe 



L'EMPIRISTE 

30. — De la fraction décimale illimitée qui se développe sui- 
vant une certaine loi, et de celle dont le développement n'a pas 
de loi. — Ma manière de comprendre les concepts fondamen- 
taux des mathématiques se distingue de celle de l'Idéaliste 
par ce fait qu'elle se refuse à dépasser les limites du domaine 
naturel de représentations. Je crois que nous ne sommes pas 
autorisés à admettre et à faire entrer dans les raisonnements 
mathématiques des choses dont nous n'avons ni ne pouvons 
avoir une représentation. Partant de là, je combattrai quelques 
hypothèses essentielles du système idéaliste, mais tout d'abord 
je voudrais bien obliger l'Idéaliste à poursuivre ses vues sur 
les parties en lesquelles se partage l'étendue imitée jusqu'à des 
conséquences qu'il n'en a pas encore tirées. C'est pourquoi je 
vais pour lé moment admettre la valeur des concepts de l'illi- 
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mité et de TiaSai tels qu'il ont été distingués par ridéaliste et 
étudier la nature d'une fraction décimale qui se continue sans 
fin, au point de vue de son développement illimité. 

L'Idéaliste conclut à sa manière que déjà l'ensemble des 
nombres entiers, à fortiori celui de tous les nombres est infini. 
Cette logique conduit à un résultat singulier. Considérons une 
fraction décimale <^ 1, de la forme 

o, ai a2 ... — îo JÔ^ "!"••• 

Une formule, une loi, suivant laquelle on fera le dévelop- 
pement, étant nécessaire pour qu'on puisse le continuer à 
l'infini, la suite illimitée et sa loi sont des concepts en quelque 
sorte identiques. Enfin une opération inûnie sans formule 
suivant laquelle on doit la continuer est une contradiction in 
adjecto. Car, si par infini on entend que le développement se 
sépare de l'esprit humain pour continuer tout seul sa route 
vers l'infini, il faut bien, si le développement doit se faire d'une 
manière déterminée, qu'on donne une formule avec laquelle il 
fasse son chemin : cette correspondance de la suile et de la loi 
implique aussi que la loi est déterminée par la suite, bien que, 
par sa nature, ce rapport ne s'impose pas aussi nécessairement 
que le rapport inverse. Soit à notre disposition un nombre 
quelconque de termes de la suite o, ai a2 . . . , on peut imaginer 
qu'un esprit d'une pénétration suffisante pourra toujours en 
déduire la loi de succession, parce qu'elle est nécessairement 
déterminée par la suite il/imitée des a. 

Or quelle peut-être la nature de pareilles lois ? — Une loi 
particulière contiendra un nombre quelconque de quantités 
arbitraires. Par exemple le nombre Z zz o, ai a2 ... devra se 
calculer par la formule Z =^ ai [1.1 -\- a2 [i-z + » . . où les a 
désignentdes nor^bres arbitraires en quantité illimitée, les jxdes 
nombres donnés. Sidoncavec l'Idéaliste je m'informe dunombre 
de pareilles lois, je suis obligé de me répondre qu'il est infini ; 
carlaformedelaloi est donnée d'avance, elleest donc désormais 
indépendante d'êtres pensants, et par suite, d'après la manière 
de raisonner de l'Idéaliste, il ne reste pas d'autre réponse 
possible. Or si le nombre des quantités arbitraires a, illimité 
dans la représentation, est en réalité infini, il s'ensuit qu'il 
en est de même des quantités ol, en un mot, la suite entière 
0, ai a2 ... est arbitraire et, jusqu'à l'infini, n'est soumise à 
aucune loi. Que ses chiffres soient exposés en nombre quel- 
conque aux yeux de l'homme le plus pénétrant, il ne pourra 
rien dire de certain sur leur succession. 

Bref, ce ne seraient pas là des nombres. Il n'est permis, en 
effet, à la pensée humaine d'user de ce mot que pour des parties 
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de runiié exprimables en nombres et poar des parties qui, sans 
être ainsi exprimables» sont pourtant déterminées par la loi de 
succession des chiffres. 

Ainsi donc les suites éternellement dépourvues de lois ne 
sont pas des nombres. Correspondraient-elles à des quantités ? 
Oui sans doute au sens idéaliste. — L'Idéaliste les suppose 

continuées jusqu'aux termes les plus éloignés r^r^ , qui sont 

des inflniment petits. Ceux-ci d'après ses définitions ne chan- 
gent en rien la somme des termes précédents, et par suite il 
con*espond à la fraction décimale infinie, quoique sans loi, 
un segment de l'unité. Il doit alors conclure que Tunité une 
fois bien fixée, il existe des portions sans nombre de cette unité 
qui ne sont pas exprimables en nombres. 



L'IDÉALISTE 



Je suis armé coutre de pareilles conséquences tirées de mes 
hypothèses fondamentales, elle ne m'embarassent nullement. 
L empiriste conclut à bon droit que je dois admettre des suites 
de nombres ne pouvant jamais fournir de loi pour leur succes- 
sion et, cependant, marchant vers l'infini. Gela certes n'est 
pas représentable, pas plus que 1' « infini » et 1' « éternel ». Les 
nombres non exprimables sont une conséquence nécessaire de 
la conceplion qu'ont la plupart des hommes de l'essence des 
choses, au même titre que l'infînitude de l'espace et l'éternité 
du temps. 

La limitation du nombre des fractions décimales possibles 
par les lois qu'exigent les opérations infinies n'est évidemment 
pas contenue de prime abord dans le concept de toutes les suites 
infinies formées de nombres quelconques o, 1, 2, . . 9, écrits 
les uns à la suite des autres, elle a été au contraire ajoutée à 
posteriori par la spéculation. Si on part de la représentation 
de quantité, toutes les longueurs moindres que l'unité sont, 
dans la représentation, de môme nature. Soit donné l'unité 
et une longueur plus petite : Si on détermine par des mesures 
le rapport de celle-ci à Tunité, on posera pour l'exprimer un 
chiffre décimal après l'autre; on pourra, dans l'hypothèse 
d'instruments suffisants, poursuivre cette occupation aussi 
longtemps qu'on voudra, et développer ainsi empiriquement 
une fraction décimale illimitée. Rien pourtant dans cette for- 
mation d'une fraction décimale n'exige une loi qui règle l'ordre 
des chiffres. Par le rapport rigoureux des deux longueurs, 
la fraction décimale infinie est parfaitement déterminée sans 
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qu'aucune règle ait besoin d'exister, qui permettrait par 
exemple, étant donnés les N premiers chiffres, de calculer 
n'importe quel autre à partir de là. 

On pourrait aussi imaginer le mode suivant de formation 
d'un nombre qui continue jusqu'à l'infini sans aucune loi. 
Chaque chiffre est simplement joué aux dés. Gomme on peut 
admettre qu'on ait jeté les dés de toute éternité et qu'on les 
jette dans l'éternité à venir, un nombre sans loi prend aussi 
naissance dans notre pensée. Toutefois la considération de la 
nature nous fournit de meilleurs exemples. 

Incontestablement beaucoup de constantes de la nature sont 
déterminées de toute éternité par l'état de l'univers. La tempé- 
rature de l'espace, ses constantes optiques, avant tout son 
potentiel, le sont certainement. Du potentiel et de quantités 
semblables on peut dire qu'elles sont déterminées par la 
totalité des masses répandues dans l'espace ; sous l'hypothèse, 
il est vrai, très contestable que les forces issues d'un point 
produisent partout leurs effets en même temps. Mais les autres 
constantes de Tespaos sont engendrées par tout ce qui est 
et a été dans l'espace. Par exemple, la température de l'espace 
est le résultat de tous les états de Tinfinitude de l'espace et de 
l'éternité du temps. Supposons la matière finie , limitée 
quelque part dans chaque direction, et soit donné son état à 
un instant quelconque, l'expression en nombres de ces cons- 
tantes naturelles doit conduire à une loi. Mais supposons la 
matière infinie : une constante comme la température de l'espace 
dépend alors d'actions qui ne doivent nécessairement se limiter 
à aucun rang décimal. Si on prolongeait la suite dos chiffres 
par une loi de formation, cette loi contiendrait l'histoire et 
l'image de l'éternité du temps et de l'infînitude de l'espace. 
Comme on le voit, des considérations physiques de cette espèce 
fournissent déjà l'exislence de nombres irrationnels sans loi. Au 
point de vue d'ailleurs des limites de pareils nombres, mes 
considérations s'appliquent sans changement, puisque dans ma 
démonstration de l'existence de la limite, je n'ai fait usage 
d'aucune loi. Je pourrais, ayant en vue les exemples précédents, 
appeler empiriques les nombres irrationnels sans loi, pour les 
distinguer de ceux dont le développement a une loi et qui 
pourraient s'appeler analytiques. 

L'EMPIRISTE 



J'apprécie très bien la solidité de ce développement des 
principes idéalistes. J'ai voulu seulement montrer, par un 
exemple entre mille, comment la conception de l'Idéaliste, dès 
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les premiors éléments, franchil déjà de toutes parts les bornes de 
l'entendement humain au lieu de re3serrer et de simplifier les 
principes de la science. Une telle exubérance de la pensée est 
peut-être pour l'Idéaliste une qualité louable, tandis que pour 
moi elle serait inquiétante. Je ne pourrais me sentir à Taise 
malgré toute la rigueur de ses conclusions, dans une science 
dont les branches pénètrent si souvent dans le monstreux et 
Tinsaisissable. 

31 . — L'hypothèse fondamentale de l'Idéaliste est mise & nu. 

— Je porte maintenant mon attention sur les hypothèses de la 
théorie idéaliste. 

Elle repose sur une prétendue représentation, près de la- 
quelle on passe d'ordinaire sans faire attention et qui cepen- 
dant peut-être considérée plus que toute autre comme Toriçine 
véritable de toutes les obscurités et difficultés de conception, 
dans les principes non-seulement des mathématiques , mais 
aussi des sciences physiques exactes. Cette représentation est 
précisément aussi peu réelle que celle de Tinfiniment petit qui 
en résulte. L'hypothèse initiale sur laquelle l'idéaliste insiste 
à peine est r existence de la mesure exacte. Elle sert de fonde- 
ment à toutes ses considérations et conclusions. De la repré- 
sentation de longueur exacte il déduit Tinfiniment petit, qui 
lui sert à démontrer Texistence de la limite, puis son échelle 
infinitésimale des différentes espèces de quantités. Il a recours 
à cette représentation pour rendre intelligible la formation 
d'une fraction décimale se poursuivant sans loi jusqu'à l'infini. 
Enfin, il se fonde sur une température exacte, celle de l'espace, 
pour rendre vraisemblable l'existence effective de pareils 
« nombres empiriques. » Laissons de côté la température 
qui est une représentation très complexe, l'Idéaliste rattache 
ses conséquences les plus importantes au concept de la Ion- 
gueor exacte, et à l'identité de nature de la longueur et de ses 
parties aussi petites que l'on veut, d'^ù il déduit ensuite le 
sectionnement brusque d'une ligne, le partage à l'infini, et tout 
le reste. 

C'est ici même, à propos de la mesure exacte, que nos che- 
mins se séparent. Je tiens cela pour imaginaire, insaisissable, 
bref pour un mot vide. Pour éviter une fausse conception de 
ma manière de voir, je vais tout de suite mettre en évidence 
le point dont il s'agit. Je ne nie pas la représentation de l'exact, 
mais le concppt scientifique de quantités géométriques exactes, 
nous ne l'avons pas, ni ne pouvons l'avoir. 

"Nos perceptions et représentations géométriques ne sont pas 
inexactes, quand notre organe fait son devoir. Avec déjeunes 
yeux nous voyons au loin des champs de neige se détacher du 
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ciel avec les contours les plus nets, et quand plus tard devenus 
myopes, il nous arrive d'avoir été pendant quelque temps pifi- 
vés de lunettes, le premier regard jeté sur des formes limitées 
avec précision nous fait éprouver une vive jouissance. On est 
pleinement satisfait par cette certitude, parce que les percep- 
tions ne nous en font pas connaître de plus grande, et que par 
suite, on ne peut imaginer une plus grande certitude que,rim- 
pression sensible que nous produisent les lignes de séparation. 
Ce sont d'ailleurs essentiellement les perceptions elles-mêmes 
et les représentations toutes fraîches, installées depuis peu 
dans la mémoire, qui suffisent à engendrer l'image de délimi- 
tations exactes comme les autres images de la mémoire. Si elle 
ne se rafraîchit pas, elle perdra avec le temps de sa précision. 
Lorsque réfléchissant sans l'aide d'objets sensibles nous 
voulons nous représenter des images géométriques exactes 
avec une fraîcheur au moins approchant de la fraîcheur primi- 
tive, cela nous coûte (*) quelque effort. Mais ce qui nous reste 
et ne peat périr comme une image, c'est le concept de l'exact 
dans la. perception sensible. Il s'attache à son signe : le mot. 

Ce concept nous continuons ensuite à le développer incons- 
ciemment jusqu'à en faire le concept de Vexact idéal. Voici à 
peu près ce qui se passe. Une expérience journalière apprend 
que des lignes droites qui paraissent exactes , comme les 
arêtes des maisons vues de loin, examinéesde plus près, mon- 
trent une forme irrégulière, et que d'autres lignes droites 
gardent cette apparence, même observées au microscope. Nous 
possédons assez d'exemples d'images géométriques citées pour 
parfaites, lignes, arêtes, surfaces, construites par des procédés 



(*) En m'observant moi-même, j'ai eu cette impression que je tra- 
vaille, pour ainsi dire, à l'aide de deux formes de représentations, Tune 
plus grossière, l'autre plus fine, comme d'autres auront fait sur eux-mê- 
mes des observations analogues dans d'autres domaines scientiflques. 
S'il faut un certain effort pour se représenter des images géométnques 
avec toute la précision des perceptions primitives, l'eifort repété surtout 
dans nos jeunes années en vue de purifier nos concepts d'espace, en par- 
ticulier, nos concepts mécaniques, et les développer sous une forme de 
plus en plus abstraite, cet effort, dis-je, renforcera notre aptitude à un 
semblable travail de la pensée, mais non pas notre goût pour ce travail. 
C'est ainsi que plus tard on craint de préciser certaines abstractions 
mécaniques, parce qu'on sent très bien Tinfécondité de ses efforts. Dans 
le travail ordinaire de ma pensée, ce sont des images imparfaites de 
points, lignes, surfaces, qui s'offrent à mon esprit, lorsque, par exemple, 
dans l'étude d'un problème géométrique, j'interromps ma lecture pour 
soumettre à une analyse les représentations auxquelles je suis arrive. Je 
me suis ordinairement représenté des figures sur le tableau ou des images 
stéréoscopiques. 
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mécaniques, qui montrent une exactitude absolue, les unes à 
l'œil nu, les autres àToeil armé du microscope. On voit donc 
que : Nous possédons la représentation de l'exact sensible, et 
en outre de Texact défiant la délicatesse la plus extraordinaire 
de nos moyens de contrôle. Delà naît une suite d'idées dont les 
conclusions dominent notre systèmede concepts dans toutes 
les directions ; ïk où une suite sans fin de représentations n'a 

Eas une représentation pour limite, l'analogie des suites innom- 
rables de représentations qui aboutissent à une représentation 
limite fait que nous supposons malgré nous une limite là où 
elle manque. Mais comme elle ne répond pas à une perception 
réelle, elle ne peut être en tant que représentation une image 
d'objet; 'c'est tout simplement une représentation de mot, et 
elle vient s'ajouter à notre système de concepts comme le 
concept de quelque chose de réel, de représentable. Voila en 
peu de mots l'origine de ce que je pourrais appeler l'Idéalisme 
commun à tous les hommes, et de toute la métaphysique. C'est 
un phénomène essentiellement inconscient qui se passe non 
seulement chez l'être individuel, mais encore dans l'espèce. (*) 
Ainsi nous croyons, sans l'avoir vu, à la possibilité de l'exact 
parfait, ou mieux, nous n'y réfléchissons même pas. Il appar- 
tient comme beaucoup d'autres concepts analogues, et sans 
donner lieu à aucune discussion, au système de concepts de 
l'homme ordinaire, 

31. — L'idée de la mesure exacte est soumise & la critique de 
rSmpiriste. — Ainsi, c'est sans le savoir que nous sommes 
idéalistes. Mais au point du vue scientifique nous devons 
pouvoir rendre compte de nos hypothèses et de nos concepts 
fondamentaux, et n'accep*^er inconsciemment aucun point 
d'arrêt. Notre problème scientifique consiste donc à revenir 
sur l'idée de l'exact et à la comparer à la réalité; il nous faut 
rechercher si la limite pour laquelle nous avons un mot dans 
notre système de concepts, répond à ce qui existe. Ainsi se 
pose la question : Sommes nous fondés à reconnaître la réalité 
objective des idéaux géométriques? c'est donc la question rela- 
tive au concept de la mesure exacte, pour l'examen de laquelle 
il suffît évidemment de songer à la mesure exacte de longueur, 
c'est-à-dire àl'élendue recliligne. 



(•) Ce n'est pas ici le lieu d'analyser avec plus de soin cette marche 
à peine esquissée de notre pensée, et de Téclairer de nombreux exemples ; 
c'est ce problème que se pose un ouvrage déjà annoncé et qui paraîtra 
immédiatement après celui-ci. D'ailleurs, depuis que ce passage a paru en 
allemand, l'extrême importance du processus qu'il décrit, pour compren- 
dre l'origine de ce que Ton appelle métaphysique, a déjà étéremarquée. 
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Dans l'image sensible de la ligne droite limitée, on distingue 
trois impressions : 1° C'est une ligne; 2^ C'est une ligne droite ; 
3* Elle commence brusquement , se termine brusquement. 
Nous allons cependant examiner les deux premiers caractères 
en même temps. 

D'aucune forme de la nature nous ne pouvons dire avec 
certitude qu'elle est une ligne droite exacte — avec un com- 
mencement et une fin brusques. On ne peut le dire du trait ni 
du fil, qui ont tous deux une épaisseur, ni de même du rayon 
de lumière, qui, comme le dit New^ton, a des caprices^ ni de 
l'arête aiguisée qui présente toujours nécessairement des dé- 
viations de la grandeur de grains de poudre à aiguiser ; mais 
des considérations physiques nous obligent encore à regarder 
comme s'éloignant par de continuels écarts, quelque petits 
qu'ils soient, de l'image géométrique idéalement exacte, toutes 
les arêtes et surfaces planes préparées d'une manière aussi 
parfaite que possible, les arêtes de cristal formées tout fraî- 
chement et dans les meilleures conditions, la surface des 
liquides capillaires, les bords de la goutte Qottante, etc.. Car 
on ne pourra supposer pour aucune substance susceptible de 
changer de volume, de se combiner, de s'échaufl'er, de s'élec- 
triser, ou qui est composée d'atomes chimiques, qu'elle rem- 
plisse Tespace d'une manière rigoureusement uniforme. Toute 
portion d'espace, si petite qu'elle soit, qu'offre une pareille 
matière renfermera des différences dans sa composition, de 
sorte qu'en définitive, dans le monde qui s'offre à nos sens, 
toute ligne si régulière qu'elle paraisse se présentera sous un 
grossissement suffisant, comme un objet étendu dans le sens 
de la longueur, avec des torsions et des épaississemenls sans 
nombre. Sur de pareilles bases on ne peut fonder l'hypothèse 
des extrémités exactes d'une longueur. 

Mais ce qui importe au plus haut degré, c'est que môme 
s'il y avait dans la nature des lignes droites exactes, nous ne 
pourrions jamais le reconnaître. Car le caractère de la ligne 
droite est pour nous un caractère indirect. — Il exige que de 
l'image certaines perceptions disparaissent. Par exemple si on 
fait tourner une droite entre deux points fixés sur elle-même, 
l'aspect de cette ligne ne doit subir aucun changement, et 
nous pouvons ici imaginer que nous nous déplaçons autour de 
la droite de telle façon que deux de ses points tombent toujours 
aux mêmes points de la rétine. Si on se représente la ligne 
droite illimitée, ou bien qu'on fasse abstraction de ses extré- 
mités, on ne fait qu'exprimer autrement le critérium de la 
droite en le trouvant dans cette condition que, contrairement 
aux autres images géométriques, elle est déterminée par deux 
points, tandis que trois points sont nécessaires pour fixer dans 
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Tespace d'autres figures géométriques. Pour Tarôte cela 
signifie physiquement que si elle court entre deux enchassures 
son image microscopique ne doit pas être changée, pendant 
qu'elle se déplace sur sa direction. 

Or, étant donné que tous les instruments nous permettant 
d'observer les déviations dont la non existence caractérise la 
ligne droite, d'après n'importe quelle déQnilion, sortent de la 
main des hommes, personne ne croira qu'ils permettent jamais 
de mesurer des déviations aussi petites que Ton veut. Mais 
même si nous avions reçu nos appareils de mains divines, et 
qu'ils fussent doués d'une puissance merveilleuse, ils ne nous 
permettraient jamais, en présence d'une ligne droite parfaite, 
de la reconnaître comme telle ; car par la mesure, il faudrait 
établir que certaines déviations ou plus généralement certaines 
quantités dont l'existence est possible n'existent pas, qu'elles 
sont au contraire rigoureusement nulles. Mais cette démons- 
tration exige que les procédés optiques, mécaniques ou de 
n'importe quelle nature donnent un grossissement infini au sens 
idéaliste; le grossissement devrait être sans limite, ce qui, de 
quelque façon qu'on le tourne, est inimaginable pour l'homme. 
Mais enfin, il s'agit non de de la possibilité de procédés parfaits 
de mesure, mais de la possibilité pour nous de nous convain- 
cre de leur exactitude ; il nous faudrait pouvoir conirôler les 
appareils. Or, pour que nous ayons le droit de nous en fier à 
notre contrôle, il nous faut des appareils de contrôle faits d'une 
substance bien connue, fabriqués à l'aide de procédés techni- 
ques qui nous soient familiers, de sorte que nous puissions en 
apprécier la sûreté. Une pareille appréciation ne pouvant 
jamais nous fournir qu'une certaine quantité d'exactitude à 
cause de l'inexactitude de nos sens et de nos procédés, nous 
en sommes toujours au point de départ. On le voit : à la 
connaissance humaine échappe en toute circonstance l'exact 
absolu, si nous n'admettons rien de certain en dehors des 
combinaisons auxquelles aboutit notre système de représen- 
tations. 

L'étendue rectiligne idéale n'est donc que la fin admise 
arbitrairement d'une suite de représentations de mesures 
toujours plus précises, mais d'une suite pour laquelle on ne 
peut démontrer l'existence d'une fin. Dans le monde tel qu'il 
s'offre à nos perceptions, rien ne parle en faveur de l'existence 
de l'idéal géométrique, bien plus, tout parle contre. 

Que reste-t-il après ces réflexions du système de l'Idéaliste? 

L'unité de longueur, si par exemple nous ne songeons qu'à 
ses extrémités, n'a ainsi scientifiquement qu'une exactitude 
arbitraire ; elle n'est qu'une représentation oscillant entre 
des différences aussi petites que l'on veut, comme un étalon. 



â 
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c'est-à-dire une mesure fondamentale, construite avec toutes 
les précautions scientifiques dont dispose une époque. Les 
parties de Tunitéde longueur sont évidemment toutes soumises 
à la même inexactitude qu'on peut supposer restreinte 
autant qu'on veut. On pourra se représenter de pareilles parties 
en quantité innombrable sur chaque étendue, si petite qu'elle 
soit, précisément parceque Tinexactitude diminuée autant que 
Ton veut permet de pousser la division d'une étendue aussi 
loin que Ton veut. Mais la poursuite de cette division, quand 
on ne l'arrête nulle part, fiait par se perdre dans le vague 
flottant. La pensée peut pousser cette division aussi loin qu'elle 
veut, ce travail n'a pas pour effet de donner TmAniment petit, 
mais bien de fatiguer et de décourager l'esprit qui ne voit pas 
de fin à sa marche en avant dans une région uniformément 
nuageuse. 

Les sciences mathématiques n'ont d'ailleurs évidemment 
pas besoin de Texactitude parfaite des représentations géomé- 
triques. Pour la science qui pourrait les exiger au plus haut 
titre, la géométrie, il suffit en général de la précision des lignes 
droites de la nature, si on songe qu'on peut se représenter les 
lignes droites aussi longues que l'on veut, de façon à 
rendre aussi petites que l'on veut, par rapport à la longueur, 
les inexactitudes inévitables , moléculaires pour ainsi dire. 
Comme points nous avons dans les étoiles fixes qui appa- 
raissent comme des points, môme avec le plus fort gros- 
sissement, un exemple qui donne satisfaction à notre besoin de 
rigueur, et le faisceau de rayons qu'envoie dans notre œil une 
étoile i\xe est certainement aussi une ligne droite sufisant à 
toutes les exigences de la géométrie. 

La conception empiriste, en me conduisant ainsi à ne voir 
dans la mesure exacte qu'un produit verbal de la pensée, ^n 
dehors de toute réalité, à déclarer même que, eût-elle une 
réalité, nous ne pourrions le reconnaître, me fait rejeter ce 
concept comme fondement du système de concepts mathéma- 
tiques. Il me faut aus*»i écarter les conclusions de lldéaliste, 
dont Tunique fondement était l'idée de la longueur exacte, 
ainsi sa théorie de Tinfiniment petit, et, avec elle, la démons- 
tration qu'il en déduisait pour l'existence d'une limite de 
nombres irrationnels , ainsi que cette limite elle môme. 
Cependant si je nie cette limite de fractions décimales sans 
fin irrationnelles, je dois ajouter qu'à mes yeux il ne peut 
être question non plus de limite de fraction rationnelle sans fin, 
comme de valeur idéalement exacte. 

Si nous voulons nous mettre à l'abri des produits de la 
pensée telsqueTinfinimentpelit de l'Idéaliste avec ses propriétés 
étranges, nous ne pouvons pas quitter le domaine des repré- 
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sent&tions réelles de rbomme, car no.s lois de pensée, c'est-à- 
dire les filiations naturelles de représentions sont abstraites 
du monde des phénomènes dans le cours du développement 
de l'espèce humaine, et il n'est pas vraisemblable quoic[ue pos- 
sible qu'il survienne du nouveau, qui soit en contradiction avec 
nos formes de pensée les plus familières, comme par exemple le 
concept d'égalité élargi par l'Idéalisle Test avec le concept 
généralement admis. En conservant dans la pensée des concepts 
qui correspondent à la non réalité, au pressentiment, on donne 
lieu à des paradoxes multiples auxquels aboutit l'Idéalisme 
dans tous les domaines de la pensée. 

L'IDÉALISTE 

32. — L'existence de la mesure exacte est fondée par la 
théorie de l'IdéaUste. — La principale objection que l'Empiriste 
fasse à mon système est Ja non réalité de la mesure exacte 
prise pour base de nos opérations logiques. 

Or, qu'une ligne droite exacte ne puisse vraisemblablement 
être composée avec la matière dont sont formés les corps de 
nous connus, je l'accorde sans restriction. Je crois aussi que 
même si nous tenions dans les mains un prisme absolument 
exact, nous ne pourrions savoir par aucun moyen qu'il n'a pas 
de défauts. 

Seulement toutes nos représentations scientifiques sout ainsi 
pénétrées des idéaux géométriques, la mesure exacte se trouve 
si bien dans la pensée de tous, que ce n'est que l'intelligence 
critique qui y voit un idéal, c'est-à-dire quelque chose qui 
n'appartienne pas au domaine de la perception, et la justifi- 
cation de son admissibilité, au contraire, étonnera l'homme 
imparti aL II demandera depuis quand la distance de deux 
points a besoin d'être éclaircie comme concept exact, ce 
concept si familier à tout écolier. Un mode d'intuition aussi 
profond et aussi généralement enraciné, n'est pas commode à 
extirper, et on réussirait peut-être mieux à vouloir l'établir 
scienj^ifîquement qu'à vouloir l'éloigner. Car la pensée qu'il 
n'y a pas dans le monde de mesure exacte troublerait telle- 
ment ceux qui réfléchissent à la stabilité des choses, qu'ils 
finiraient par retourner à la croyance aux idéaux géométri- 
ques. Dans toute combinaison de quantités, d'où l'on voudrait 
déduire quelque chose, on aurait des remords. Les idéaux 
géométriques pourraient sortir de la marche suivante de la 
pensée, et en tirer leur raison d'être scientifique. 

Des représentations multiples du monde des phénomènes, 
le concept de l'espace est l'abstraction dernière. L'espace est 



— 94 - 

un caractère commun aux représentations de tous les sens, 
particuliôrement de la vue, du toucher et du sens musculaire. 

Des objets j lacés l'un à côté de l'autre, l'un devant Tautre, 
l'un derrière l'autre à des intervalles comparables, le mouve- 
ment relatif de l'objet perçu et de celui qui perçoit, tout cela 
laisse comme résidu ce qu'on appelle concept de l'espace. Par 
la pensée nous nous supposons en mouvement dans Tespaee 
nous et les choses ; d'autres se mettent à notre place, de sorte 
que le conlenu de l'espace ûniL par devenir accessoire dans 
noire représentation. O'est-là l'origine de l'abstraction de 
l'espace vide qui est d'une nature tout-à-fait scientifique. Pour 
ce que nous avons en vue, il sufiirait de nous reporter à la 
représentation d'espace homogène, qui a été abstraite des 
perceptions des corps liquides et transparents. Cependant 
l'esprit scientifique met en doute l'homogénéité de ces corps 
naturels, de sorte que nous sommes obligés de nouveau d'en 
revenir A l'espace vide pour en faire le fondement de nos 
considérations. 

La représentation d'espace vide est sans doute une limite 
de représentations réelles, mais on ne peut dire si elle est 
réelle elle-même, c'est-à-dire s'il y a ou y aura un espace 
dans lequel les corps se meuvent exactement suivant la loi 
de l'inertie, qui ne laisse passer aucun rayon de lumière, dans 
lequel aucune force ne pénètre, bref, si grâce aux acquisitions 
que Tavenir réserve à la physique, à côté des machines pneu- 
matiques, il y aura les pompes destinées à supprimer les 
impondérables. Pour ceux qui considèrent le monde matériel 
comme limité ou comme formé d'ensembles isolés, l'espace 
vide est même encore une conséquence nécessaire de leur 
conception. Dans tous les cas, je pourrai donner l'espace vide 
comme fondement à mes considérations, car toute chambre est 
l'image, la représentation réelle d'un espace et comme je peux 
retirer en grande partie ce que elle contient, supposé que je 
dispose de moyens suffisants, j'ai la représentation de cet 
espace vidé de tout ce qu'il contient de matériel, limite toute 
naturelle de nos représentations réelles, et la science devrait 
renoncer à beaucoup, si elle se refusait à admettre cette limite. 
Je pars ainsi de l'espace vide ou plus généralement de l'espace 
homogène. 

Evidemment dans tout espace vide non seulement on peut 
introduire par la pensée des figures sans nombre, mais encore 
elles y sont réellement. Dans ce bloc de marbre est taillé notre 
portrait, puisque le sculpteur peut avec son ciseau et suivant 
son talent atteindre une ressemblance plus ou moins grande. 
De même j'affirme que dans cet espace que j'imagine homogène 
comme l'air l'est pour nos sens, ou bien vide, toute figure de 
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forme précise non-seulement peut-être supposée mais encore 
est contenue réellement. Si j*imagine une sphère ayant un 
certain point pour centre et dont la surface passe par un second 
point de quelque façon que soit choisi le système des deux 
points il existe dans l'espace une pareille sphère, absolument 
comme dans le bloc de marbre d*où on peut la faire sortir avec 
le ciseau. C'est une représentation si naturelle qu'elle est claire 
môme pour Tenfant. (*) 

Mais on n'a pas besoin de faire appel à l'imagination pour 
s'assurer de Texistence de l'exact géométrique. L'étude des 
éléments derniers des corps conduit au môme résultat. Quelque 
représentation qu'en se fasse de la matière qui remplit l'espace 
que ce soit un système de points agissant à distance les uns 
sur les autres, ou bien une matière homogène et continue 
(logiquement on ne saurait faire une 3°^^ hypothèse car Tidée 
d'une matière hétérogène répugne à l'esprit jusqu'à ce que, 
l'ayant décomposé, il l'ait ramenée à des représentations 
d'espace homogène ou d'espace sans contenu), la pensée qui 
analyse doit toujours aboutir à des images exactes. Suppose- 
t-on la matière homogène, il faut qu'elle ait toujours des 
limitations de quelque espèce, qui forment avec toute la préci- 
sion désirable la fin d'un corps homogène et Je commencement 
d'un autre. Mais l'esprit ne trouve pas sa satisfaction dans la 
matière homogène et continue, il la décompose et la ramène à 
ses éléments formels vides de tout contenu, agissant à distance 
les uns sur les autres ; alors ces éléments, pour atteindre 
la limite de la pensée, doivent ôtre saisis tout simplement 
comme des images exactes, comme des surfaces, des lignes, 
des points idéaux. Si on veut s'en tenir aux points, leur distance 
est une ligne droite qui a tout au moins des extrémités exactes, 
et c'est là l'hypothèse fondamentale du système idéaliste. 

C'est à mes yeux même comme un contre sens de ne vouloir 
admettre que des formes non exactes. Quel avantage a donc 
une certaine inexactitude sur l'exactitude ? — Cette certaine 
inexactitude n'est-elle pas nécessairement exacte dans ses 
contours, de sorte qu'on trouve forcément l'exact dans l'inexact ? 
11 nous faudra pourtant bien accorder à l'idéal géométrique le 
même droit à l'existence qu'a n'importe quelle caricature de 
l'idéal 1 

Ainsi les hommes sont certainement idéalistes. Pourquoi 
donc se donner tant de peine pour se convaincre d'un doute 
sur l'évidence des idéaux géométriques, s'ils ne parviennent 



(*) Ces réflexions ont été communiquées à l'auteur, alors enfant, par 
son père. 
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ainsi qu'a échanger une inluilion claire et précise contre un 
mode de représentations incertain et Ûottant ? 

L'inflniment petit inséparable de Tidéal, que rEmpiriste 
représente comme un danger contre lequel il faudrait se garer, 
ne s'est certes pas encore fait une place incontestée daas le 
système de concepts communs à tous les hommes, et cela 
s explique suffisamment, comme je Tai montré. Mais rinflni- 
ment petit correspond d'une façon incontestable à rin&niment 
grand, qui trouve immédiatement accès, et même doit être 
considéré comme appartenant au système de concepts communs 
à tous les hommes. C'est notamment le concept d'égalité 
généralisé, suivant lequel a -\- un infiniment petit zz a, si a est 
fini, qui semble répugnera l'Empiriste et qu'il nomoie propriété 
étrange de l'infîniment petit. Or en mathématique depuis long- 
temps l'égalité 00 + une quantité finie =: oo a acquis droit de 
oité. Cette propriété de l'infiniment petit n*cst pas formellement 
distincte de celle de l'infini. L'égalité précédente est pour ainsi 
dire moins élevée d'un degré que cette dernière. 

Maison peut encore comprendre la chose autrement. On 
peut dire que le signe d'égalité ne s'applique qu'aux parties 
finies dans les deux membres de l'équation tout comme on 
décide dans certains calculs que ce signe ne concerne que la 
partie réelle ou que la partie imaginaire de chacun des deux 
membres. De cette façon on n'introduit pas dans le calcul cette 
propriété de l'infiniment petit, qui consiste à ne pas changer le 
fini par voie d'addition ; du moins on ne l'introduit pas d'une 
façon formelle, car au fond le sens des opérations la suppose. 

33. — Sur le double concept des idéaux géométriques. — La 

définition des idéaux géométriques n'est pas une définition 
nette ; au contraire, on se trouve en face des deux manières 
essentiellement différentes de concevoir le point, les lignes, les 
surlaces , dont Tune reconnaît à Tinfiniment petit un rôle 
important, et c'est ici le lieu d'insister un peu sur cette question. 
Il y a deux manières de concevoir la formation des idéaux 
géométriques, comme limites de représentations ordinaires. 
L'une donne à la pensée pour point de départ l'espace fermé, 
limité par des surfaces, et la fait donc partir de la surface 
idéale qui ne forme une limite exacte que d'un seul côté, celui 
où elle sépare l'espace donné de ce qui l'entoure, et qui de 
l'autre côté est négligée comme l'est, dans la représentation de 
l'angle, l'espace compris entre ses côtés. Deux surfaces se 
coupent suivant une arête, celle-ci est limitée par deux autres 
surfaces qui engendrent ainsi avec ses deux points extrêmes 
l'étendue limitée en longueur. 

L'autre mode de formation des idéaux géométriques repose 
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sur la représentalion de limite del'infinimentpelii, et développe 
les représentations géométriques fondamentales dans l'ordre 
inverse. Ici se place tout d*abord le point équivalent à un 
espace qui se contracte à l'infini dans chacune de ses direc- 
tions, c'est-à-dire à un espace qui ne pe\it être mesuré dans 
aucune direction à l'aide d'une unité finie. Quelques auteurs 
font ensuite engendrer les lignes par le mouvement continu 
de cet espace — point infiniment petit, et la surface par le 
mouvement de la ligne. Abstraction faite de ce que ce mode de 
représentation exige un certain rapport de mesure entre les 
trois idéaux géométriques fondamentaux, auquel ils ne sont 
pas soumis en eux-mêmes, ce mode de représentation naît 
uniquement d'une image spéciale à peu près comme naissent 
des espaces creux dans les levains, quand on y fait entrer de 
force des corps solides ; il revient en somme au mouvement et 
ne possède pas en général le degré d'abstraction auquel on doit 
aspirer dans la détermination de concepts aussi importants. 

Sans avoir égard au mode de formation du point, il faudra 
concevoir la ligne comme la limite d'un fil ténu. D'après ce 
principe de définition la surface doit être considérée comme un 
corps infiniment ténu suivant une seule dimension, selon la 
représentation de Gauss(Dl$qulsi(ionne8 circa superficies curvasj 
arl. XIII). Il est incontestable que le deuxième mode de for- 
mation se rattache mieux à la représentation mathématique 
des figures géométriques fondamentales. Seulement, il suppose 
le concept de l'infiniment petit, auquel nous n'arrivons toute- 
fois qu'en partant des représentations géométriques exactes de 
la première espèce. 

La suite la plus logique des idées, qui mène aux idéaux 
géométriques des mathématiques, pourrait être celle-ci : 
On mettrait en tête le premier mode de représentation, suivant 
lequel 6n conçoit la ligne non limitée comme arête. Puis de la 
représentation de l'arête exacte, découle, comme je Pai montré 
dans le système de l'Idéaliste, le concept de l'infiniment petit, 
ce qui permet en définitive de concevoir les idéaux géométri- 
ques d'après le deuxième mode. 



L^EMPIRISTE 



34. — Conclusion de sa critique de Tldéallsme. — Ce qui 

jusqu'ici est sorti de notre plume pour et contre l'Idéalisme, 
suffit à montrer nettement l'opposition et l'incompatibilité de 
nos deux modes d'intuition, qui doivent s'étendre non-seule- 
ment aux concepts fondamentaux des mathématiques mais à 

7 
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Tenseinble de notre conception du monde. Une suite de repré- 
sentations, qui éveille en nous le désir de la poursuivre jusqu'à 
son terme, peut par sa nature ne pas posséder un pareil terme 
dans notre système de représentations . Je me contente de 
poursuivre la suite de représentations aussi longtemps qu'elle 
implique des représentations , mais l'Idéalisme donne sa 
conclusion comme un fait, même quand il ne peut pas en 
démontrer Texistence ni, à plus forte raison, s'en former une 
représentation. L'Idéaliste se lire d'affaire avec des axiomes. 

Axiome est et reste l'existence de la mesure exacte^ car je 
ne puis reconnaître aucun caractère concluant à la démonstra- 
tion que l'on v.entde lenler àcesujet. Elle repose tout d'abord 
sur une limite non représentable, l'espace vide ou l'espace 
homogène. Toutefois pour admettre cette limite, on n'a nulle- 
ment besoin d'accorder que l'espace vide renferme en réalilé 
toute figure. De fait, il ne renferme rien. Nous tirons de notre 
mémoire des images de figures passablement exactes et nous 
nous représenloos alors au lieu de l'espace vide un espace qui 
renferme ces figures. C'est inconteslablement tout ce qui s'est 
passé. La méthode que suit l'Idéaliste pour conclure de ce fait 
à l'exislence des idéaux me semble fausse. Car son argumenta- 
tion, suivant laquelle les idéaux géométriques sont présents 
dans l'espace, sous prétexte que tout bloc de marbre renferme 
des milliers de statues qui attendent que le sculpteur les déli- 
vre, et que d'ailleurs l'idéal doit être aussi vraisemblable 
qu'une certaine déviation, repose déjà absolument sur l'hypo- 
thèse de l'idéal, — une déviation déterminée, dont la défini- 
tion géométrique est de même nature que celle des idéaux, 
devant obéir aux mômes lois que ceux-ci. Quand je parle de 
figures géométrique? inexactes, c'est-à-dire oscillant entre des 
limites qui sont à établir d'une manière quelconque, je n'ai 
point en vue une figure spéciale, mais toutes figures possibles 
renfermées dans cos limites. 

Enfin, l'Idéaliste invoque les éléments derniers du monde 
des corps, lesquels éléments doivent avoir des limites exactes, 
car, dans le cas contraire, on ne serait pas encore arrivé au 
dernier degré d'abstraction. Toutefoison ne saurait en conclure 
simplement l'existence de figures exactes, par la rnison que 
ces éléments derniers sont précisément des limites de repré- 
sentations aussi peu représentables que les idéaux géométri- 
ques; je les juge également inadmissibles les uns et les autres. 
Je n'ai rien à objecter aux théories corpusculaires, quant aux 
atomes je les rejette. 

La différence de nos méthodes de logique se montre fle la 
façon la plus nette dans une détermination de concepts de 
ridéaliste à laquelle il attache lui-même une importance toute 



- 99 - 

spéciale, je veux parler de sa distinction entre « illimité » et 
« inûni » que je veux encore attaquer en finissant. Pour ma 
part, avec la meilleure volonté dumonde, je ne puis me figurer 
que des choses finies d'une grandeur et d'une petitesse arbi- 
traires ; à mes yeux, c'est un hasard malheureux que « infini » 
dise autant que « non fini ». 

Le sens primitif du mot est assurément « sans fin » syno- 
nimc de « illimité ». 

Qui doute qae nos perceptions des sens ne nous permettent 
qu'une pénétration tout à fait imparfaite dans Tessence des 
choses ? 

Seulement dans ce penchantà franchir les limites naturelles 
de notre pouvoir représentatif avec dos limites de concepts 
insaisissables, je vois un égarement de notre instinct de 
connaisance et je tiens pour sage de contenir h l'occasion cet 
instinct tout comme les autres et de me résigner, lorsqu'une 
connaissance profonde m'est refusée. 



L'IDÉALISTE 



L'opposition psychologique de nos modes d'intuition, telle 
que l'a présentée l^Empiriste est incomplète sur un point que 
l'Idéaliste considère précisément comme décisif. Le domame 
de notre pensée ne renferme pas seulement la mosaïque de 
tout ce qui est perceptible, et les représentations et concepts 
qui en dérivent par le travail de notre pensée, c'est-à-dire par 
une suite de transformations et de combinaisons, mais encore 
nous possédons la conviction inébranlable — peu importe ici 
comment nous Pavons acquise — de l'exictence de certaines 
choses en dehors du système de représentations. 

C'est un sentiment semblable à celui qui nous fait admettre 
comme fondement de nos perceptions des existences réelles 
en dehors de nous, quoique nos perceptions ne leur soient pas 
adéquates, et que nous ne puissions jamais être en état de 
nous former une représentation du réel, dont nos perceptions, 
suivant une expression de M. HelmhoUz, sont les signes. 

Les concepts idéalistes d'infini, d'exact, etc.. sont dans 
un rapport direct avec cette réalité, cette machinerie insonda- 
ble qui se cache dans les coulisses du monde des phénomènes. 
L'Idéaliste tout aussi bien que l'Empiriste juge inutile 
d'ergoter sur la nature propre du réel ; de même il n'essaie 
pas de démontrer l'existence de ce qu'il pense en dehors du 
système de représentations, de l'infini, de l'exact, etc.. au sens 
ordinaire. Car une démonstration, comme une explication, pour 
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parler d'une façon générale, consiste en somme à rétablir une 
suite logique de représentations entre une représentation qui 
nous inquiète et des représentations qui ne troublent pas notre 
quiétude. La suite devrait ainsi se trouver avec ses deux termes 
extrêmes au-dedans de notre système de représentations ; 
donc une pareille preuve de l'existence de nos idéaux géomé- 
triques est inimaginable. 

Mais il y a justement des cas où, les représentations se trou- 




yeux comme lorsqu'il s'agit 
rinflnitude de l'espace. L'espace ne saurait être mesuré avec 
des multiples d'unités de longueur finie. Supposons donc 
l'espace objectif indépendant de l'existence d'êtres pensants, la 
mesure n'en sera pas donnée par un nombre fini. L'Idéaliste 
n'atïîrme pas davantage, et c'est uniquement de cette propriété 
de la mesure de l'espace qu'il fait usage. L'espace une fois 
admis, l'espace vide Test aussi, car ce que renferme fortuite- 
ment l'espace change de place sans rien changer à l'espace. 

L'espace existe en lui-même. Si on m'accorde en outre 
l'existence dans un bloc de marbre d'un tétraèdre dont je peux 
indiquer les angles à un sculpteur, avec toute la précision que 
permet la nature du marbre, je peux en réclamer autant à 
l'égard de figures quelconques de l'espace. Car h la fin de la 
suite de représentations d'images s'écartant de moins en moins 
de l'idéal, apparaît l'arête exacte, et il sera aussi impossible de 
la rejeter que Tinfinitude de l'espace. 

Dans l'exposé présenté par l'Empiriste du processus psy- 
chologique qui conduit aux idéaux, il n'est donc pas fait men- 
tion de cette impulsion irrésistible qui nous pousse suivant 
certaines directions en dehors du domaine do ce qui peut-être 
représenté. 

Ainsi, quand nous nous abandonnons à ces pensées qui 
paraissent si naturelles, l'Empiriste voit en cela un égarement 
de l'instinct de connaissance. Il est possible que son intuition 
du monde le garantisse de mainte illusion, toutefois Je renon- 
cement qu'il s'impose n'est pas précisément le fait de chacun. 
En ne donnant un libre cours à ses pensées que dans les limi- 
tes des représentations et des concepts qui répondent h des 
perceptions ou en sont abstraits, il agit comme Tentant sage 
qui se garde bien de franchir la haie du jardin. La pensée 
idéaliste est le garçon pétulant qui se moque des limites, reven- 
dique comme sien le domaine entier des représentations et 
{)ressentiments et arrive à franchir les broussailles, a gravir 
es roches, pour atteindre à des hauteurs, d'où l'œil embrasse 




un vaste horizon. Il pourra s'égarer, mais à coup sûr il verra 
plus de choses que l'enfant saçe. 

L'Empiriste a dans sa critique rejeté presque tout ce que 
nous appelons concepts fondamentaux des mathématiques, le 
bagage dont nous armons le commençant au seuil de cette 
science. Il ne veut rien savoir de la mesure exacte, des figures 
géométriques exactes; il nie l'existence de la limite mathéma- 
tique ; pour lui, il n'y a que du fini, rien d*infini dans l'espace 
ni dans le temps. Qu'il nous enseigne donc maintenant comment 
il veut mettre en harmonie ses vues avec les exigences des 
mathématiques en ce qui touche la rigueur des concepts. 
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L'EMPIRISTE 



3. — Epuration du système de concepts. — J'ai déjà énoncé 
ou tout au moins indiqué dans ma critique du système idéa- 
liste les idées fondamentales du mode de représentations des 
choses de l'Empiriste. Loin d'autoriser le litre usage des 
concepts communs h tous les hommes, mes hypothèses exigent 
une limitation dans certains sens. Je dois, pour les appliquer 
aux notions qui servent de base à l'analyse, les exposer avec 
plus de détails et bien montrer en quoi elles consistent. 

Tout ce qui est bien fondé scientifiquement , toute connais- 
sance sàre dérive des perceptions immédiates el doit pouvoir se 
ramener à notre système de ^représentations correspondant aux 
objets perceptibles. J'entends ici par perceptions, toutes aper- 
ceptions, par suite, non-seulement les perceptions des sens, 
mais encore celles qui se rapportent à notre entendement. 

Celte proposition à besoin d'éclaircissements. En donnant 
à mes raisonnem-ents scientifiques comme unique fondement 
solide le système de perceptions, je veux dire que j'admets 
seulement de noire système de concepts ceux qui, d'une ma- 
nière quelconque, peuvent se ramener h des perceptions. Les 
représentations qui s'introduisent dans la pensée ne corres- 
pondent pas nécessairement, même pour la plus petite part, à 
des perceptions qui ont eu lieu ; ce sont souvent des produits 
de rimagination, c'est-à-dire d'une activité psychique qui a 
fait notre système de représentations ce qu'il est et l'enrichit 
sans cesse au moyen de décompositions, de combinaisons, de 
variations de grandeur, de forme, d'intensité, de qualité des 
objets perçus (par qualité j'entends, par exemple, la couleur, 
le son, bref ce qui ne peut se ramener aux qualités linéaires). 

Toutes nos représentations doivent donc pouvoir se rame- 
ner par combinaison, décomposition, variation de grandeur, 
de forme, d'intensité, de qualité, à des perceptions des sens. Je 
dirai d'un mode de représontation qu'il est réel, quand il satis- 
fera à cette condition. Or, comme je l'ai déjà remarqué, il 
s'introduit dans notre système de concepts des mots auxquels 
ne correspondent pas des représentations réelles, mais bien 
des limites non représentables de représentations. Ce n'est que 
comme mot qu'une pareille limite est une représentation réelle; 
de fait, elle se réduit àun pressentiment vague, à une tentative, 
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toujours infructueuse de franchir les bornes de notre esprit. 
De purs concepts-mots de cette espèce, je les exclus du pro- 
cessus de ma pensée, laissant ainsi de côté les idéaux géomé- 
triques, et beaucoup d'autres. 

Cette épuration du système de concepts repose toutefois 
suj' une hypothèse. Si j'admets que le système empiriste de 
concepts répond point par point à la perception immédiate, 
je ne prétends pas dire que tout homme dans son dévelop- 
pement doit se le former de nouveau à l'aide de ses percep- 
tions. Les raisons les plus concluantes nous font croire, au 
contraire, que notre système de concepts, et non pas seulement 
le système empiriste , est en grande partie transmis par 
l'hérédité. (*) Mais l'hypothèse suivant laquelle notre système 
de concepts ne renferme que des représentations provenant de 
perceptions ou pour m'exprimer brièvement, de portions de 
perceptions — que ces perceptions se soient produites chez 
chaque individu ou dans l'humanité durant son développement 
entier, — n'est précisément qu'une hypothèse, et elle peut 
être attaquée, comme on va voir tout de suite. Notre système 
de représentations auquel tout d'abord est réductible notre 
système de coocepts pourrait encore renfermer une troisième 
chose, à savoir Je représentable dont on ne peut démontrer 
qu'il se ramène à des perceptions où à des portions de percep- 
tions. En effet, on pourrait bien s'imaginer que dans le cours 
des siècles, depuis l'origine de l'être organisé jusqu'au déve- 
loppement du cerceau des mammifères et plus tard encore — 
des perceptions se sont réalisées qu'il est actuellement impos- 
sible de reproduire. Mais ceci devrait résulter de l'analyse de 
nos concepts, et un phénomène psychique aussi remarquable 
eût été certainement constaté. Cependant l'éventualité que 
j'ai signalée nous oblige à compléter la conception empiriste 
par l'hypothèse que toute représentation humaine est formée 
de perceptions ou d'éléments de perceptions possibles aujour- 
d'hui encore. 

34. — Application des principes empiristes aux représenta- 
tions initiales de l'analyse. — Remarques préliminaires. — 

Tels sont les traits principaux de l'intuition empiriste ; je vais 
montrer ce que sont pour elle les concepts fondamentaux de 
l'analyse. Je pose avant tout que nos représentations initiales 
doivent nécessairement suffire à nous fournir toutes les propo- 
sitions, les méthodes, bref, tous les résultats des mathéma- 
tiques, à amener par conséquent cette science à n'importe 
quel degré de son développement. Car toute relation exacte 

(•) Cette question est traitée dans l'ouvrage déjà cité page 89. 
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entre les concepts, qui peuvent facilement se résoudre en 
perceptions ou portions de perceptions, je dois pouvoir la tirer 
des perceptions, sans l'aide du non représentable. L'Idéaliste 
nedoitdonc pouvoir obtenir entre des quantités mathématiques 
aucune égalité exacte que Je ne puisse déduire de mes repré- 
sentations. Sans doute il trouvera entre ses fictions, l'exact idéal, 
rînfiniment petit, etc., des relations qui ne s'offrent pas à moi, 
mais c'est seulement parce que je repousse toutes les fictions. 

Ma première lâche est d'éclaircir, au point de vue empiriste, 
le concept de limite, que l'idéaliste est obligé de considérer 
comme un axiome. Car peu importe ici que l'Idéaliste nous 
demande de croire à la limite elle-même ou à Tinfiniment 
petit, ou à l'idéal exact : au commencement ou h la fin, il faut 
que quelque part la loi supplée à un anneau dans la 
chaîne de ses raisonnements. La mathématique de l'Empiriste 
n'admet pas d'axiome. Si le besoin s'en fait sentir, c'est que 
ses principes fondamentaux ne sont pas suffisamment appro- 
fondis. On range à la vérité bien souvent parmi les axiomes 
des relations entre certains concepts appartenant évidemment 
au domaine du réel, mais non encore assez complètement analy- 
sées. Ce ne sont pas là de vrais axiomes. L'axiome dontil est ici 
question exige toujours qu'on tienne le non représentable pour 
une existence. 

Ma preuve de l'existence de la limite se déduit de mes 
représentations géométriques fondamentales. C'est une repré- 
sentation réelle qui se îormo, quand j'imagine une figure 
répondant h sa détînition avec une exactitude de plus en plus 
grande. Je peux donner un libre cours à ma fantaisie, quand 
elle idéalise indéfiniment la finesse de la plume à dessiner, de 
la feuille de papier, de la toile, etc. Le fait d'idéaliser est 
parfaitement fondé pour l'Empiriste, là oîi pourtant il n'existe 
pas d'idéal représentable. Car lorsque j'idéalise, je modifie 
bien peu à peu mes représentations dans un sens choisi arbi- 
trairement, mais elles ne cessent pas d'être des représentations 
réelles. Devant l'idéal lui-même je fais volte-face. Ce n'est à 
mes yeux que le terme fictif d'une suite de représentations qui 
prennent naissance dans un raisonnement scientifique et qui 
de fait n'admettent pas de terme. 

Par exemple, je permets à ma fantaisie des variations de 
grandeurs relatives. Ce que j'en déduis lorsque les déductions 
sont tirées correctement, suivant le jugement humain, doit 
logiquement, suivant le jugement humain aussi, être correct et 
contenu dans mes hypothèses. Les deux touristes cosmiques du 
Micromégas sont sans doute des représentations réelles et je 
ne crains nullement de donner pour fondement à mes considé- 
rations de pareilles rêveries. Comme exemple d'unc| ligne 
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droite qui pourrait très bien suffire aux besoins de la géométrie, 
j'ai cité le faisceau de rayons qui va d'une étoile fixe à notre 
pupille. Imaginons une table assez grande et assez plane pour 
recevoir sur sa surface une section longitudinale de ce faisceau, 
que nous marquions à la craie par exemple, puis représenlons- 
nous toutes les dimensions de cette table diminuant jusqu'à la 
grandeur d'un carreau de vitre, nous n'avons jamais quitté 
notre système naturel de représentations, mais nous sommes 
parvenus à une ligne droite, qui dépasse peut-être en exacti- 
tude tout ce que la nature ou la main de l'homme peut fournir. 

Ainsi rien ne nous empêche de trouver au sein même des 
représentations réelles l'image d'une ligne droite de plus en 
plus parfaite, bien que dans le monde des phénomènes où nous 
vivons la distance moléculaire ou quelque chose de semblable 
fixe une limite h l'exactitude des images géométriques. Il est 
absolument interdit à notre fantaisie de déduire des représen- 
tations ridée de la ligne droite parfaite, comme je l'ai prouvé 
dans ma critique du système idéaliste (art. 31). Ainsi l'opposi- 
tion entre l'Idéaliste et moi se concentre dans Topposition de 
Vexact parfait et l'exaci à volonté. Cette distinction peut 
paraître une vaine subtilité, quelle erreur I On verra qu'elle a 
une portée très profonde. 

35. — Représentations empirlstes des images géométriqDes. 

— L'image empiriste de la ligne qui vient d'être esquissée est 
du reste double, suivant qu'on songe à un tracé idéalisé on a 
une figure de l'espace. Dans le premier cas, comme nous l'avons 
indiqué plus haut, on se représente une bande plate, dans 
l'autre cas, un bâton ou un fil ; le faisceau de rayons de tout à 
rheure est un exemple de ce dernier cas. Ma conception 
de l'étendue détermine en même temps ma conception du 
point. Ce point aussi ne peut être qu'un espace, petit à volonté 
dans tous les sens. Sa définition ultérieure de forme variera 
suivant le problème qu'on traitera. On pourra le définir en lui- 
môme ou bien à Taide de représentations où il intervient. Une 
pareille description du point est fournie par la réciproque 
de la proposition. « Les lignes se coupent en des points. » 
Elle donne : Le point est la portion d'espace eomtnune à deux 
lignes qui se coupent. Si nous restons dans cette détermi- 
nation du concept qui exige seulement la représentation de la 
ligne, la conséquence la plus directe est que, au point de vue 
empiriste, la longueur est formée de points, ou peut être consi- 
dérée comme telle. Si fine que je puisse me figurer la ligne, 
elle a toujours une épaisseur qui certes n'est pas exacte, mais 
reste nécessairement dans un rapport fini avec la longueur de 
la ligne. Que mes rcprésantations partent de l'image de la ligne, 
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le point sera alors un morceau de la ligne, d*une longeur égale 
h l'épaisseur de celle-ci, et ses dimensions resteront dans un 
rapport fini avec l'unité de longueur. Quand on songe au point 
isolé, on se le représente d'ordinaire dans un dessin comme 
un disque mince, petit, en forme de cercle, et, dans l'espace, 
comme un petit sphéroïde. Cependant la forme du points tout 
comme celle de la section de la ligne est indifférente. L*un et 
l'autre sont seulement soumis à la condition d'avoir dans tous 
les sens des dimensions petites à volonlé. 

Quant à la conséquence que la ligne, et de même naturel- 
lement l'espace, est un composé de points sans lacune, la 
conception empiriste ne saurait s'y refuser quelles que soient 
les représentations simples qu'elle prenne pour base. 

36. — Le concept de limite. — L'intuition empiriste, expli- 
quée par son application aux lignes et points, fournît tout de 
suite la représentation de la limite d'opérations infinies et certes 
avec une clarté et un naturel qui donnent pleine satisfaction h 
notre soif de recherche, au point qu'un novice doué de juge- 
ment, à qui les choses auraient été expliquées suivant la 
méthode empiriste, n'aurait jamais l'idée de voir la manifesta- 
tion de l'infiniment grand et de l'infiniment petit dans une 
fraction décimale sans fin. 

Chacune des voies parcourues par l'Idéaliste (art. 21) et 
par lesquelles, comme il dit, on pourrait essayer de démontrer 
l'existence de la limite, conduit l'Empiriste au but. 

La voie la plus courte est peut-être la première. 

Etant posée un nombre sans fin o, ai a2. -, de l'inégalité 

o, %i a2... aq < o, ai x^.- (oip + 1) 

salislaite pour toute valeur de p et de q, on concluait que les 
extrémités de toutes les longueurs s^, 

0, ai a2... Xp^n r = 1, 2,.. . 

tombent dans l'étendue qui relie les points o, ai a2... oLp p.t o, 

«1 a2-- (*;, + 1). 

Chacune des étendues suivantes 5^,.|.i tombe dans la précé- 
dente Sp, La ligne droite que nous nommons étendue unité, 
est, dans notre représentation, mince à volonté, et nous conce- 
vons comme point sur l'étendue unité un morceau de cette 
ligne aussi court qu'elle est mince. Que nous nous figurions la 
ligne droite mince au-delà de toute mesure, il existera toujours, 
déterminée directement par cette minceur, une valeur de p 
pour laquelle l'étendue Sp n'atteigne pas en longueur l'épais- 
seur de notre ligne droite, et alors o, ai a2... a^, est la limite 
de la ligne (o, ai ao.) avec l'exactitude que nous apportons 
dans notre représentation momentanée. Cette exactitude varie 
à notre gré, et elle appartient également aux longueurs 
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rationnelles et aux longueurs irrationnelles qu'on peut cons- 
truire de quelque manière ou qui sont déterminées par des 
fractions décimales sans fin quelconques. Entre toutes ces 
longueurs il n'y a donc pas la plus petite différence. 

La deuxième démonstration citée par l'Idéaliste est égale- 
ment à mes yeux pleinement rigoureuse,parce que je regarde 
la ligne comme composée de points. On fait voir dans cette 
démonstration que retendue unité (0, 1 ) se divise en deux 
parties, l'une ne contenant que des points qui finissent par ôtre 
couverts par les étendues o, ai ; o, a, a2 .. etc.. portées à 
partir du zéro, tandis que les points de la deuxième ne seront 
jamais couverts. Les deux étendues se touchent ou bien elles 
ne sont séparées que par un point hypothétique duquel on ne 
peut dire ni qu'il sera couvert ni qu'il ne le sera pas. Ou bien 
ce point, ou bien un point occupant la place où les deux 
étendues partielles se touchent, forme donc la limite. 

Cette démonstration de l'existence de la limite est donc 
rigoureuse pour l'Empiriste. Je n'affirme pourtant pas que ce 
soit là la suite d'idées qui nous est naturelle. Comme je l'ai 
déjà remarqué, nous sommes sans le savoir, il serait peut-être 
mieux de direc?^ naissance, des Idéalistes. Ma démonstration 
est la conséquence immédiate d'inluilions auxquelles on 
parvient en épurant le système des concepts d'idéaux non 
représentables ; mais cette épuration impose une violente 
contrainte au processus de la pensée qui est p^înétré d'idéaux 
de toutes parts. 

Dans le dessin par exemple, on représente la limite comme 
je l'ai brièvement indiqué à l'article 19. On s'imagine les 
extrémités des longueurs o, xj ; o, a^ ag ; etc ... portées à 
partir du zéro marquées par d'îs traits fins et courts coupant 
transversalement la ligne. Ces traits se resserrent toujours 
davantage et ils cessent nécessairement quelque part, parce que 
les instruments refusent finalement de marquer et que surtout 
on ne peut tirer des traits en nombre illimité. Vient ensuite, 
séparé des. traits o, ai ag... a^ par une courte étendue que 
nous nommerons nébuleuse, et formant le terme de la série 
des points, un trait fin, aigu, un peu plus long que les traits 
précédents, il représente la limite. C'est dans l'étendue nébu- 
leuse qui précède la limite que les fantômes philosophiques 
prennent leurs ébats. C'est sur elle que roulent les sophismes 
fameux, et c'est elle que l'Idéaliste a résolue en quantités infini- 
tésimales. 

Le dessin de TEmpiriste a une physionomie quelque peu 
différente. Les traits seront continués môme quand les instru- 
ments de dessin ne permettront plus d^ les faire distincts. 
Alors les traits se confondent les uns avec les autres, de sorte 
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que leur largeur est plus grande que la distance de Tétendae 
0» ai aa ... a^ à la limite. On ne cessera ce tracer de nouveaux 
traits que lorsque leur continuation ne prolongera plus visible- 
ment 1 étendue à marquer, c'est-à-dire quand ils persisteront à 
occuper la môme place. C'est alors la limite. 

37. — La théorie empiriste dans les éléments de la hante 
analyse. — L'Empirisle voulant affranchir son langage do 
mots et de tournures, qui ne peuvent avoir de sens acceptable 
que dans la bouche de l'Idéaliste, devra souvent s'exprimer 
tout-à-fait autrement que ce dernier. Son exposé dés concepts 

fondamentaux, argument, différentielle, etc s'éloignera 

dans beaucoup de cas de celui de l'Idéaliste. Je vais tout 
d'abord caractériser le langage empiriste sur quelques points 
essentiels, et expliquer ensuite ma conception de l'argument, 
de la difiTerentielle etc. ^ 

1. — Avant tout, rinfîniment petit et l'infîniment grand au 
sens de l'Idéaliste n'existant pas pour l'Empiriste, ces mots, 
s'il lui arrive de s'en servir, ne signifient rien de plus que petit 
ou grand illimité, sans fin, non mesurable, etc. ... et d'autres 
termes signifiant que dans un sens ou un autre notre imagi- 
nation n'est arrêtée par rien. 

2. — Au lieu d(' dire d'une quantité variable qu'elle devient 
infiniment grande ou infiniment petite, l'Empiriste préfère dire 
que conformément à un but proposé, on lui donne des valeurs 
suffisamment grandes ou suffisamment petites. 

3. — C'est une question un peu délicate du langage précis, 
que de savoir si et quand on a le droit de dire d'une quantité 
variable qui prend la valeur a pour une certaine valeur de 
son argument : elle dément égale à a pour cette valeur de 
l'argument. Sans doute dans tous les cas il est exact de dire 
simplement : a est pour cette valeur de l'argument la limite de 
la quantité variable, et par suite dans tous les cas douteux — 
et dans quelques cas non douteux, l'Empiriste ne s'exprimera 
pas autrement. La première manière de s'exprimer est fondée 
lorsque pour la valeur correspondante de l'argument la fonction 
a un sens clair et une valeur calculable sans aucune indication 
complémentaire, comme cela arrive, par exemple, à une fonc- 
tion entière et rationnelle de x pour toute valeur finie de la 
variable. Mais si la valeur de Targument est infinie au sens de 
ridéaliste, comme est la valeur de n poiir la limite de 

11 1 

-^ -f- "7 — h ••• +2^ = /T^) ou si, pour une valeur de l'ar- 
gument, l'expression de la quantité variable cesse d'avoir un 

sens et d'être calculable, comme (1 + or) * pour x z= o, TEm- 
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pipîste ne peut alors employer que la deuxième manière de 
parler ; et c'est ici que son langage diffère le plus de celui de 
l'Idéaliste. Celui-ci est, en effet, amené par ses raisonnements h 

croire fondée cette façon de parler : (1 -\- x)^ devient exacte- 
ment égal à e, quand œ devient infiniment pelit (Art. 27). — 
En outre, TEmpiriste ne rejettera le pur zéro que dans les 
applications manifestement absurdes de ce symbole au calcul. 

1 
Lesformes -rr- ? -rr etc., lui paraissent tout aussi dénuées de 

sens qu'à l'Idéaliste. Seulement il ne voit pas de raison pour 
ne pas employer clans ses calculs le zéro aussi bien que des 
quantités, comme valeur ; il est assez souvent une limite. 
D'ailleurs la représentation empiriste de l'exact à volonté 
s'étend aussi au zéro. 

4. — L'io'gament ou la variable indépendante. — La déter- 
mination empiriste du concept de l'argument exige certaines 
distinctions délicates, tandis que l'argument de l'Idéaliste est 
certainenaent une représentation beaucoup plus simple. Pour 
ridéaliste, la variation des longueurs et Texpression numérique 
des quantités h Taide de l'unité donnent les deux conceptions 
géométrique et arithmétique de l'argument et se correspondent 
directement. Ces deux conceptions sont également fondées. Et, 
bien que la quantité linéaire soit le concept primitif, on peut 
cependant à chaque instant dans la détermination du concept 
de l'argument placer au premier rang Tune ou l'autre des 
deux conceptions. Pour l'Empiriste les choses se passent 
autrement.il y a, sans doute, entre une longueur exacte à volonté 
qui s'offrirait à nous n'importe comment, et une fraction déci- 
male sans fin, dont la loi de continuation nous serait donnée, 
une complète équivalence. Car,sije puis mesurer cette longueur 
exacte à volonté, cela me permet d'écrire autant de chiffres 
que j'en désire à la suite de la fraction décimale sans fln, 
tout comme si j'en connaissais la loi. Que la loi puisse me 
fournir les rapports à d'autres fractions, ou me permette de 
découvrir les structures de celle dont il s'agit, cela sort de la 
question de la pure équivalence en grandeur. Au surplus, 
les chiffres nombreux € h volonté » déterminent la loi de leur 
succession. 

Mais si nous considérons non plus seulement une seule 
quantité déterminée, — donnée des deux manières, comme 
longueur et comme fraction d'unité exprimée numériquement, 
mais Tensemble des quantités comprises entre deux limites, 
alors pour l'Empiriste l'équivalence entre les deux conception» 



de l'argument se heurle à des difficultés. Que je rejette les 
nombres éternellement sans loi de rEmpiriste, cela importe 
peu. Seulement les considérations suivantes sont en faveur 
d'une supériorité de la conception arithmétique de J'argument. 

En partant de la représentatioo géométrique, comme je 
n'admets pas qu'une longueur ait un terme exact, j'étendrai la 
même inexactitude à toutes les longueurs intermédiaires d'un 
intervalle. J'ai beau imaginer l'idéalisation de la ligne droite 
limitée poussée aussi loin qu'on veut, toutes ses parties ration- 
nelles sont entachées de la même inexactitude, il n'existe donc 
en réalité que des fractions rationnelles de la ligne droite dont 
les dénominateurs après réduction ne dépassent pas une 
certaine quantité, — celle-ci dépend du degré d'exactitude que 
j'admets momentanément. Je pourrais par suite poser pour 
fondement, comme image de la grandeur de l'argument, parmi 
tous les segments o, ai a2 ... possibles, ceux seulement qui 
possèdent un nombre de chiffres déterminé quoique grand à 
volonté. C'est évidemment une conception très -restreinte, tout- 
à-fait insuffisante. 

Pour conserverau conceptde l'argument toute sa généralité 
il faut donc, ou bien que le nombre avec sa loi de continuation 
forme la valeur particulière de l'argument, ou bien encore, ce 
qui revient au même, que la longueur partielle de l'étendue 
unité soit supposée avoir une exactitude aussi grande qu'on 
veut, indépendamment de la représentation de l'étendue unité 
tout entière. 

Ce n'est qu'ainsi que l'Empiriste lui aussi se croira fondé à 
considérer comme équivalentes les conceptions arithmétique 
et géométrique de l'argument. 

Il peut être très commode au mathématicien empirisle de 
laisser de côté ces distinctions géométriques ennuyeuses, et de 
donner la préférence à la conception arithmétique de l'argu- 
ment. II ne faut pas oublier qu'elle ne peut être que le Prote- 
ron, — Le Proton est et reste la quantité mathématique 
linéaire. Car d'abord le besoin de partage, et en particulier la 
mesure des grandeurs a pu engendrer le nombre et par con- 
séquent ses lois de formation. La science de la mesure partage 
tout d'abord l'unité en parties égales, elle exige ensuite le par- 
tage incommensurable de l'unité, pour déterminer par l'arithmé- 
tique des rapports géométriques intuitifs et donne ainsi nais- 



sance au concept de l'irrationnelle et de ses loi^ ; la général! 
sation scientifique de ces processus fournit finalement 1 
concept de l'argument. 

L'Idéaliste semble arriver plus rapidement au but. L'équi — 
valence fondée pour lui logiquement entre l'argument géomé — 
trique et l'argument arithmétique le dispense, pourrait-o 
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penser de considérations analogues aux précédentes. Cepen- 
dant, s*il y regarde de près, il trouvera qu on ne lui en fait pas 
grâce. Précisément l'identité de nature des parties exprimées 
numériquement Toblige aussi h tenir compte de la significa- 
tion arithmétique des points de l'argument. En géométrie et 
en mécanique, rien n'empêche préalablement une conception 
géométrique de l'argument, et en cela les hypothèses de TEm- 
piriste ne sonl pas moins applicables que celles de l'Idéaliste. 
Mais dans l'analyse, on trouve des parties où la conception 
purement géométrique est insuffisante, et où le nombre doit 
être joint à l'argument. Leslonctions dont il s'agit ici n'appar- 
tiennent plus au calcul différentiel, dont je vais éclaircir les 
idées fondamentales au sens empiriste. 

5. —Les principes fondamentaux du calcal différentiel dans la 
théorie empiriste. — Ce calcul est plus qu'une méthode qui résoud 
certaines classes de problèmes, c'est plutôt une forme de pensée 
bien déterminée qui saisit en des concepts d'airain et porte à 
l'expression la plus précise ce qui dans les rapports des quan- 
tités variables est immuable et échappe ou reste obscur au 
vulgaire. Qui pourrait douter que, si les habitants de Mars pos- 
sèdent une analyse, il faut qu'elle soit identique à la nôtre 
dans toutes ses parties essenlielles ! Je vais tâcher d'expliquer 
la suite des idées qui doivent conduire au calcul difTérenliel. 

Il coïncide à l'origine avec une propriété spéciale de notre 
pensée. C'est un procédé bien vieux que celui suivant lequel 
nous cherchons à décomposer des représentations compliquées 
en de plus simples qui nous satisfassent. La vue d'une ligne à 
courbure comp'iquée attirera notre attention, et par suite, 
troublera notre quiétude plutôt qu'une ligne droite uniforme, 
sur laquelle le regard le surprendra ni courbure ni surtout 
variation de courbure. Les arcs de cercle aussi, les surfaces 
planes, le.s sphères nous laissent plus indifférents que d'autres 
figures dans le plan et dans l'espace. Ce sont des fermes fami- 
lières de ce genre que nous tâchons de retrouver dans les 
représentations complexes, et notre procédé consistée les mor- 
celer jusqu'à ce que les éléments perdent le caractère des 
représentations compliquées et montrent une apparence sim- 
ple qui nous soit bien connue. Les rapports de mesure que 
présentent entre-eux ces éléments de représentation et qui, 
lois élémentaires du monde des phénomènes dans la physi- 
que mécanique, sont le but des recherches, trouvent dans le 
calcul des différentielles la forme qui leur convient exacte- 
ment. Les différentielles sont l'expression de ce procédé de la 
pensée humaine, qui lui est équivalente. 

Il vaut la peine de développer, de ce point de vue, avec 
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une complète précision, les principes fondamentaux du calcul 
différentiel. 

Le rapport de dépendance le plus facile à saisir est la sim- 
ple proportionnalité. Quand on explique au profane le concept 
de fonction, il songe tout de suite à une croissance ou à une 
décroissance simultanées ; il voit devenir simultanément deux 
ou trois fois plus grandes des quantités variables qui dépen- 
dent Tune de l'autre. Si on désigne par x la variable supposée 
indépendante, Tautre par y = f[œ), soient ;r, y, et x^ yi deux 
couples de valeurs correspondantes, y sera la fonction de œ la 
plus simple qu'on puisse imaginer, si l'on a constamment 

Xi — X 

où a est supposé indépendant de x et de Xi- 

La conception plus générale du concept de fonction 
engendre ensuite naturellement le désir de retrouver la 
dépendance la plus simple dans la dépendance sans restriction, 
et maintenant c'est un résultat de l'intuition g éomé trique ^qu* on 
puisse y parvenir par un morcellement, c'est-à-dire parTétude 
de la variation de la quantité dépendante dans des mtervalles 
suffisamment petits de l'argument On doit ce résultat h la 
méthode de Descartes, pour figurer les dépendances, et au 
concept de la tangente, une des plus anciennes abstractions de 
l'homme. Dans le concept de la tangente est impliqué le retour 
de la dépendance sans restriction à la proportionnalité et cela 
sur le fond d'une figure qu'on trouve souvent dans les traités 
de calcul différentiel et qui est probablement due h Barrow,le 
maître de Newton. La figure consiste en la courbe y = f{x), 
deux ordonnées y et yi de la courbe correspondant aux 
abscisses a? et a?i , une parallèle à l'axe des a?, menée par le 
point a?, y = f(x) et enfin la corde x, y \ Xi , yi- Soit a l'angle 
de la tangente à la courbe au point x, y, avec Taxe des a?, si 
on pose a = tgv., on a 

Xi — X Xi — X 

où (la tangente étant en vertu de la représentation géométrique 
fondamentale la position limite de la corde) on peut rendre t 
aussi petit qu'on veut, en prenant pour Xi — a? et par suit^ 
pour yi — y des valeurs suffisamment petites. 

Cette relation contient le retour de la dépendance générale 
à la proportionnalité et elle est le fondement du calcul différen- 
tiel. Elle est de nature géométrique et ce doit être, car les 
représentations viennent en premier lieu, les abstractions 
analytiques suivent. 



*«•, 



- 113 — 

Ce qui précède a quelque peu besoin d'un exposé plus 
exact, pour pouvoir servir de fondement aux principes du 
calcul. 

D'abord la quantité a = ^^ a ne dépend que de ar, parce 
que nous avons mené la tangente au point œ, y de la courbe, 
et nous voulons introduire ici le symbole usuel /"'(.t^. En outre 
Qous n'avons fait appel qu'à l'intuition géométrique qui peut 
QB pas s'étendre à toutes dépendances, qui peut môme s*y 
refuser complètement. Car par dépendance d'une quantité à 
.'égard d'une autre,rargument, ou par fonction, il faut entendre 
lu sens général, qu'aux valeurs particulières de l'argument 
correspondent des valeurs de la fonction, entre lesquelles il 
l'existé pas la moindre liaison. La correspondance peut résul- 
er du problème dont nous nous occupons, ou bien être imagi- 
lée parnous dans une intention quelconque.Et alors peut naître 
jne suite intuitive de valeurs de la fonction formant une image 
îobérente, mais ce n'est pas nécessaire et on démontre même 
îue ce n'est pas toujours le cas. 

Voici donc ce que nous pourrons dire : 

Comme l'intuition et l'expérience l'apprennent, des dépen- 
iances sans nombre se comportent de telle manière que 
'égalité 

yeut être posée. Dans cette égalité r( x ) ne contient pas d'autres 
\uantttés variables que (x); et z pour des valeurs de Xi suffisam- 
nent voisines de x(xi peut-être <^ x, ) peut être rendu aussi 
letit qu'on veut. 

Les fonctions qui possèdent cette propriété sont l'objet du 
;alcul différentiel. 

Il semble convenable de leur donner un nom particulier, et 
e propose de les appeler fonctions orthoïdes. (*) La condition 
le l'orthoïdie est certainement très restrictive, puisque déjà 

(*) C'est là la classe de fractions, que Tauteur ( Yersuch einer Clas- 
ificaiion der willkurlichenFunctionen etCy Borchardts Journ. Tom. 79. 

.27) a appelées différentiables. Il place ce nouveau nom dans la bouche 
e l'Empiriste, parce qu'il lui semble que le sens plus profond au point 
e vue de la critique de la conna'ssance, de la propri^^té de fonction dont 

s'agit, devait au moins être indiqué dans la dénomination. En effet, 
intelligence de Texpresiona différentiable » suppose le concept du quotient 
ifférentiel, tandis que Vor-thoïdie comme la continuité est en première 
gne. C'est seulement Textension au concept de fonction le plus abstrait 
ui fournit au concept de l'orthoïdie le caractère analytique. Quand à 
expression elle-même , on la tirerait en vérité plus correctement de 
^àuç que de ôp^oç, seulement il faut aussi tenir compte de la commo- 
ité du langage. 

8 
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dans les courbes intuitives usuelles, il intervient des points 
anorthoïdes, comme le point a? = dans la fonction y z^xsin —, 

M/ 

si , pour œ znO, lorsque - n'a plus de sens, on donne à celle 

fonction la valeur zéro. Mais je viendrai plus loin àl'anor- 
thoïdie 

6. — Du calcul à raide des différentielles d*aprës la concep- 
tion de l'Empiriste et celle de Tldéaliste. — J'ai exposé ce qui me 
paraît être le propre fondement du calcul différentiel. Ce calcul 
opère essentiellement s?ur deux formes d'égalités, égalités sans 
différentielles, ne contenant que des quotients différentiels et 
égalités avec différentielles. En vertu de la méthode des limites, 
la proposition fondamentale ci-après énoncée donne lieu à des 
égalités rigoureuses, lorsque les différentielles sont remplacées 
par des quotients différentiels, supposé Torthoïdie des fonctions 
introduites dans le calcul. La méthode des fluxions de Newlon 
et le calcul des dérivées de Lagrange sont, quand on s'est accom- 
modé du concept du quotient différentiel, des méthodes de calcul 
très-claires, que ne vient troubler aucune difûcuUé de conception. 
Au contraire, le calcul avec différentielles n'est pas toujours. 
fondé encore avec autant de ccrlitude et de rigueur qu'on pour- 
rait le désirer, pour une méthode parvenue à un usage si général, 
(juoique, depuis surtout le fameux prix proposé par l'Académie 
des Sciences de Berlin en 1784 (*), des tentatives sans nombre 
aient été faites dans cette voie. Malgré tout cela, la détresse 
dénoncée par l'Idéaliste subsiste encore aujourd'hui ; c'est à, 
mes yeux un des phénomènes les plus curieux de la littérature 
scientifique. Aujourd'hui encore c'est à peine s'il paraît succes- 
sivement dans « la plus infaillible de toutes les sciences » deux: 
traités qui, lorsqu'ils touchent aux concepts fondamentaux, n^ 
se contredisent de la façon la plus absolue. Aussi, sons 1» 

(*) L'Académie a pensé que le noble titre de « sciences exactes :► 
devait être maintenu aux sciences mathématiques, bien que la « grandeur* 
infinie » qui leur sert si souvent de base d'après la manière de voir des 
géomètres distingués impliquât une contradiction. Elle demande donc z 
Une théorie claire et précise de ce qu'on appelle Infini en mathématique- 
Lhuilier de Genève obtint le prix en 1786. Son travail couronné : Expo- 
sition élémentaire des calculs supérieurs, Berlin 1786, ne m'est pas par- 
venu ; mais j'ai pu prendre connaissance de ses vues essentielles dans 
les additions de J. K.F. HaufFà sa traduction de Touvrage Carnot réflexions 
sur la métaphysique du calcul infinitésimal (Francfort-sur-le-Mein 1800). 
Le mode de conception de Lagrange, qui a appartenu à l'Académie jus- 
qu'en 1787 et do Lhuilior sont Empiristes. Un inconnu obtint encore 
dans ce concours un accessit. Etait-ce l'Idéaliste ou bien avait-il exprimé 
moins convenablement que Lhuilcr la manière de voir de Lagrange? 
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rapport de son fondement, la science des différentielles a peu 
progressa depuis Leibniz, qui, on le sait, ne put parvenir à 
aucune vue déterminée. 

Comme Empiriste, je m'explique les choses ainsi : 

J'écris l'égalité initiale 

Xi — X Xi — X I \ I \ 

oïl je pose Xi — x = dx, yi— y = dy^ sans rien changer au sens 
des quantités Xi — x, yi — y, ainsi j'écris 

il en résulte 

inn g = m. 

De-J^ = f*(x) -f- e, il résulte encore 
ax 

dy = dx[ f\x) 4-eJ I 

égalité tout h fait rigoureuse, si petite que soit dx, môme 
quand on tient compte du concept de l'exactitude au sens 
empiriste. Peu importe si j'entends par dx un nombre qui 
désigne une longueur, ou si jV vois directement une longueur.. 
J'imagine toujours le degré d exactitude de la mesure unique- 
ment soumis à mon bon vouloir, assez grand pour que les 
oscillations subsistant encore dans la représentation de l'unité, 
ne puissent avoir d'influence visible sur les formules. 

De régalité I que l'Idéaliste (art. 27) donne sous la forme 

-r^ m f'(x) + S, se fondant sur sa proposition relative à la 

non influence de l'inflniment petit additif, il tire, en faisant 
devenir A a? et S infiniment petits, l'égalité idéaliste 

dy zz f(x)dx 

dans laquelle dx et dy désignent donc des valeurs infiniment 
petites. Mais cette déduction est encore à compléter par la 
remargue que, lorsque deux quantités qui se correspondent 
ont en même temps pour limite zéro, si l'une d'elles parcourt 
une série de valeurs ayant la limite zéro, comme les quantités 
Aa? et S de l'Idéaliste ou mes dx et e de tout à l'heure, toutes 
deux en même temps doivent finir par être infiniment petites 
au sens idéaliste. Car, supposé que l'une devînt infiniment 
petite et l'autre non, celle-ci, devant alors rester supérieure à 
une petite valeur finie, ne pourrait avoir la limite zéro. Cette 
remarque me permet de transformer sans plus d'explications 
mes égalités en égalités idéalistes. 



— llf, - 

Il en est de même de la différentielle d'une fonction de 
deux variables z = f\œx , y). On a : 

dz=f(x -^ dx, y + dy) — [{oo, y) = f(a) + dx, y + du) - 
/\x. y + dy) + [f{x, y+dy)^ f(x, y] 

Pour pouvoir appliquer aux différences de droite Tégalité 
fondamentale I, il nous faut supposer que les valeurs x, 
X + d:c; y,y -{- dy tombent dans un intervalle pour lequel 
f{x, y) soit orthoïdique à l'égard de x, y étant fixe, et à Tégard 
de y, quand x est fixe. 

On obtient alors par l'application de l'égalité I aux deux 
différences : 

^. ._ d f{x,y + dy) , , d f[x, y) . . ^ . , , 
~" dx "^ dx y + Si «^ + ^2 dy 

où £i tend vers zéro avec dx, et si avec dy. Si maintenant le 
quotient différentiel -J- est une fonction continue de y au 
point X, y (*), on peut poser : 

^ /i^» y + dy) _ d fjx, y) 

dx dx ^ ^ 



(*) La condition que le quotient différentiel JL soit continue par rapport 

a y on Y" par rapport à a?, ajoute une nouvelle restriction à la premiè'C 

et inév table condition d'orthoïdie de ;r = f[x, y) dans la direction des 
a? et des y. L'absence de symétrie de cette condition fait en vérité 
soupçonner que l'orthoidie de /*(;<;, y) a pour conséquence la continuité 
des quotients différentiels. Ce soupçon cependant ne se justifie pas ; des 
considérations géométriques, dans lesquelles on ne peut entrer ici pins 
avant , nous apprennent qu'une fonction continue partout dans le 
voisinage d'un point a^o, y© peut malgré cela donner un« valeur ilnie pour 

la différence dfi^oyyo + o) __ df{xoy yo) ^^ ^^^^ ^^ j^ ^^.^^-^^^^ ^^ff^_ 

dxo dxo ^ 

rentiel est continu pour a?©- 

il f fJ -P 

Il suit de là que pour dériver la formule ds ^^^dx-^ -^ rfy enun point, 

cette absence de symétrie par rapport à û? et y se comprend très bien. Si, 
par exemple, le quotient différentiel ^' est discontinu par rapport à a?, il 

faut alors nécessairement que l'ordre soit celui du texte. En outre, il 
résulte que si la formule doit-être valable pour tous les points d'un 
domaine les cçnditions suivantes doivent être remplies : Pour chaque 
point f[xyy) doit être orthoïdique par rapport à y, a; restant ûxi^y et par 

rappoi't à ar, 2/ restant fixe î 7e > 3^ doivent être continues respective- 
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où ri tombe avec dy au-dessous de toute limite. Il en résulte 

^^ ~ ^^ "^ 3x ^^ + ei cto + (£2 + ri) dy 

Si on établit entre les variables dx et dy une relation telle 
que leur rapport reste compris entre des limites déterminées 
qui ne comprennent pas zéro, la quantité &i dx + (^2 + ^) dy 
divisée parrfa?ou dy aura alors pour limite z«^ro en même temps 
que dœ et dy. 

Ainsi des relations y = f\x), z = /*(a?, y), — (dans la 2^ 
xeiy doivent être considérées comme indépendantes) — résul- 
tent les difîérentielles 

dy =z r(^)dx + p 

^^ dx 'dx °°^ P^^^ limite zéro en même temps que dxy quand 

le rapport de dx et dy ne peut ni tendre vers zéro ni dépasser 
une certaine valeur linie. 

A ces égalités rigoureuses correspondent les égalités idéa- 
listes 

dy =: f(x)dx 

dz = ^dx-{-^dy 
dx ' dy ^ 



ment par rapport à t^ et à n;. Les conditions suffisent, et on peut, comme 
je l'ai remai^qué^ en démontrer la nécessité par des constructions 
géométriques. 

A ce propos, Je pourrais faire remarquer que dans les traités la 
formule pour la dinérentiation de fonctions de plusi.'urs fonctions : 

(?/'(u, t?,..) d£ du .df dv^ , 

dx du' dx^ ^ ' Ibc "• ' * * 

est ordinairement insuffisamment démontrée. On pose, par exemple : 

df(u,v ) y. \ f(u 4- du,v-\'dv)-f{u,v~{-dv) du , f{u,v-\-dv)-f[uyV) dv} 

dx * I du dx dv dx) 

Quand dx tend vers zéro, du et de y tendent en même temps, et la 
première fraction de droite n'a donc pas la forme qui donne naissance 
a un quotient différentiel. Pour déduire les formules générales de diffé- 
rentiation, on doit partir de la formule rigoureusement démontrée dans 

}e texte dz in -4- dx -]- --j-dy + unecorrection. Cet exposé de la théo- 
rie, qui s'écarte un peu de l'usage ordinaire, n'implique aucune difficulté. 
Pour la différentiation de fonctions spéciales, il suffit d'avoir établi la 
différentiation d'une fonction d'une seule fonction à laquelle il est facile 
de donner toute la rigueur possible. Les concepts les plus simples de 
différentiation partielle permettent alors de passer à la dérivation de la 
formule générale. 
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Ici encore est valable la condition relative au rapport de 
dœ et dfy, car, si des quantités dx et df/ l'une est inflniment petite 
par rapport à l'autre, le terme multiplié par elle disparaît sim- 
plement — en vertu de la proposition sur les infiniment petits 
additifs. 

Maintenant, l'analyse ne fait pas usagé au moins ordinaire- 
ment des égalités exactes de forme empiriste^ et il n'en résulte 
aucune faute de calcul. Comme cela paraît être en faveur de 
la rectitude de la marche idéaliste, je me sens doublement 
obligé h montrer et h expliquer que les égalités empiristes non 
exactes q.i'on obtient en négligeant p et pi et qui concordent 
avec les égalités initiales de l'Idéaliste, doivent conduire à des 
résultats exacts, de sorte que c'est h la combinaison algébri- 
(jue fortuite des égalités exactes que ridéaliste doit de pouvoir 
tirer de ses hypottiôses un calcul rigoureux. Bornons-nous 
aux égalités linéaires par rapport aux différentielles. Soient 

xi, 002 ocn, — les variables. Quand il s'agira d'une différen- 

tiation, on aura entre les différentielles dxi, dxi , comme 

nous l'avons montré plus haut, une égalité de la forme 
2 flp dx^ -|- p =z o^ homogène par rapport aux quantités dx et p, 
où les rapports des dx varient entre certaines limites fixes 
qui ne comprennent pas zéro, et le rapport dep à l'un des dx 
a pour limite zéro avec dx. S'agit-il, par exemple, d'une équa- 
tion de Pfaff, j'y ajoute une correction p. Qu'on imagine 
maintenant autant d'équations de ce genre qu'on voudra, entre 
différentielles, données au sens empiriste avec les corrections 
correspondantes; que sur ces équations on effectue des calculs 
algébriques: additions, multiplications, élimination, intro- 
duction de nouvelles variables à la place des a?, décomposition 
en facteurs, etc., on ne pourra jamais obtenir d'autre résultat 
qu'un nombre quelconque d'équations de nouveau homo- 
gîbnes par rapport aux dx et aux p. Je suppose qu'un pareil 
système d'équations forme le terme du calcul. Chacune des 
équations se compose alors de deux parties, une partie indé- 
pendante des p, et une qui les contient en facteurs. Si on passe 
aux quotients différentiels, en divisant les équations résul- 
tantes par l'un des dx avec l'exposant convenable, chacun des 
p dans la partie qui les contient est divisé par un dx et comme 

dx décroissant indéfiniment les -4- ont zéro pour limite, toute 

la partie qui dépend des p dan^ les équations qui portent sur les 
quotients différentiels disparaîti^y exactement comme si not^s 
Vavions laissée de côté dans les équations primitives. 

Cette simple remarque algébrique dévoile tout le mystère. 
C'est parce que les équations initiales sont homogènes par 
rapport aux différentielles et aux p que les équations finales le 
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sont aussi. Et quand on passe ensuite aux équations, aux quo- 
tients différentiels, c'est-à-dire aux résultats réels, les corrections 
disparaissent. On pourrait donc les laisser de côté dans les 
équations initiales. 

Nous nous sommes placés dans le cas le plus simple d'un 
système d'équations initiales linéaires par rapport aux difîé- 
rentielles. Si, parmi ces équations, il s'en présente par suite 
d'une double différentiation, je suppose, qui renferment dos 
différences secondes c?^ a?i , rf^ j?2 ,. Ces secondes se compor- 
tant à la limite comme carrés ou produits des différences 
premières, on arrive au môme résultat, toutefois après avoir 
convenablement opéré sur les corrections correspondantes. 
Aussi je n'entre pas plus avant dans ces généralisations, dont 
la marche est facile. 

Cette détermination empiriste des bases du calcul différen- 
tiel doit satisfaire au besoin de rigueur, mais elle ne doit pas 
nous égarer en nous détournant du sens habituel des symboles, 
ni enrayer la marche facile du calcul par l'introduction pédante 

de corrections. L'Empiriste lui aussi posera t^= /"(a?) et 

négligera les p dans les équalions différentielles, absolument 
comme l'Idéaliste. Pourtant, il n'oubliera pas que les correc- 
tions sont sous-entendues et que les équalions sans elles ne 
sont que des abréviations, comme par exemple : 

11 1 

et mis pour 

1 = /;m /l.l . . L\ 

Ce qui est encore, aux yeux de TEmpiriste qui n'admet pas 
d'infinis, une abréviation pour : i est la valeur limite dont 

^^^ diffère aussi peu qu'on veut quand on donne fi n des 

valeurs suffisamment grandes. 

7. — Conception intermédiaire de la différentielle. — Entre 
la conception de l'Idéaliste pour qui c/a? est purement et sim- 
plement un infiniment petit, auquel pourtant il joint l'idée de 
quelque chose au repos, non variable, — et ma propre concep- 
tion, suivant laquelle dx est fini et suffisamment petit mais 
également au repos — il s'en présente une troisième, (men- 
tionnée plus haut) — qui voit dans dx une quantité évanouis- 
sante. C'est alors une quantité qui varie d'une manière durable 
dans la direction du zéro. Celteidée d'une quantitéqui s'écoule 
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sans cesse me paraît inacceptable à l'esprit humain.Il me répu- 
gne de regarder des signes comme des quantités qui attendent 
pour se mettre en mouvement et accourir vers le zéro que je 
considère les formules, et qui pourtant ne peuvent arriver au 
zéro qu'à la fin du calcul. Tant que le livre est fermé, il règne 
un profond repos, dès que je l'ouvre, commence la course vers 
le zéro de toutes les quantités munies ded. La représentation 
de la quantité illimitée est pour moi un peu moins troublante, 
parce qu'elle ne suppose pas d'état durable dans l'accroisse- 
ment comme celui qu'on supposait dans la diminution des dif- 
férentielles ; elle désigne an contraire des quantités qui dépas- 
sent de façon à échapper à toute mesure tout ce que fournis- 
sent les formules. Seulement je préfère encore donner à mon 
exposé une forme telle que je nai jamais besoin que de valeurs 
suffisamment grandes. 

De telles représentations, ou mieux de telles prétendues 
représentations de quantités qui croissent ou décroissent cons- 
tamment au-delà de toute quantité finie — (c'est-à-dire au- 
delà du représentable) naissent d'un Idéalisme obscur ou timide. 
D'ailleurs, je ne m'élève pas conlre le mouvement des quanti- 
tés d'une formule approprié à des buts déterminés. Que de fois, 
par exemple, il nous arrive de chercher ce qu'il advient des 
fonctions , qu'elles limites elles ont quand leurs arguments 
prennent certaines séries de valeurs ! Nous-mêmes venons de 
donner comme équations finales du calcul sur des différentiel- 
les finies, les équations liant les valeurs limites des quotients 
des difTérentielles. 

Ce sont seulement les quantités marchant sans cesse vers 
un but déterminé qui me semblent être une concession bien 
dure demandée à la fantaisie du lecteur. 

8. — Quelques remarques sur les fonctions anorthoïdes. — 
Ce n'est pas l'anorthoïdie en des points isolés qui est un carac- 
tère distinctif de la mathématique moderne, mais bien l'anor- 
thoïdie /^erwaw^n/e de certaines fonctions. Elle suppose décidé- 
ment la conception numérique de l'argument parcequ'elle 
donne naissance à des difï'érences formelles dans les vab3urs 
de l'argument, qui reviennent dans tout intervalle si petit qu'il 
soit. Par exemple, les nombres rationnels et les irrationnels, les 
nombres algébriques de différents ordres et les nombres trans- 
cendants de différentes formations peuvent servir à distinguer 
les valeurs d'argument. On peut imaginer que si, aux valeurs 
d'argument distinctes, on fait correspondre d'une manière 
convenable des valeurs de fonctions distinctes, il se forme 
pour la fonction dans le plus petit intervalle qu'on puisse ima- 
giner des différences de\aleurs qui ne correspondent plus à 
l'image d'une courbe visible. 
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La première idée d'une pareille correspondance est plutôt 
due à Lejeune Dirichlet. (*) Il a incidemment recours à une 
fonction qui prend pour des valeurs rationnelles de l'argument 
une certaine valeur constante i, et pour les valeurs irration- 
nelles une autre valeur d, Riemann(**) nous a ensuite enseigné 
une méthode pour former des fonctions de ce genre. Elle 
consiste à additionner une série de fonctions auxquelles on 
donne certaines oscillations ou discontinuités de plus en plus 
fréquentes. Si on a, par exemple, une suite de fonctions, 
9i (^)» ?2 (oo) , fs [ce)., .y dont la première 5^w/e(**') pour toutes 

les valeurs entières de l'argument , la deuxième pour les 

1 
multiples entiers des-, le troisième pour les multiples entiers 

de -j-, etc., et si on forme la somme X, cp, (a?)-|- A2 ?2 (x)+..., 

où les X représentent des coefQcients numériques choisis de 
façon à rendre la série convergente, — la somme de cette série 
représente alors une fonction qui saute dans tout intervalle si 
petit qu'il soit. 

Il y a trois sortes de fonctions de ce genre qui nous 
intéressent. Des fonctions généralement discontinues — parmi 
celles-ci, en particulier, les fonctions in tégrables, — et des 
fonctions continues qui sont généralement anorthoïdiques. — 
Le plus remarquable exemple sinon le premier en est dû à M. 
Weiertrass. (***•) — Toutes les fondions de cette espèce ont 
contrairement aux fonctions ordinaires ceci de commun qu'on 
ne peut s'en former aucune représentation visible. Les oscil- 
lations d*un intervalle, si petit qu'il soit, ne correspondent à 
aucune image précise au repos. Tout au plus peut-on souhaiter 
d'y découvrir une propriété analytique générale. Mais il ne 
semble pas que ce soit facile. On pourrait songer h borner la 
série des nouvelles fonctions àcelles qui ou bien sont générale- 
ment discontinues elles-mêmes, ou bien quiont un quotientdiffé- 
rentiel plus ou moins éloigné discontinu. Mais, si on songe que, 

_1 1 

par exemple, la fonction ^ ^ sin — est orthoïdique à Tégardde 

oc 

tous ses quotients différentiels, et pourtant tend vers zéro avec 
des oscillations de plus en plus resserrées, on comprend que la 
délimitation du domaine des fonctions a ordinaires » à Tinté- 
rieur du concept général de fonction ne puisse être précise; 

*) Journal de Crelle, vol. 4. p. 169. 

*•) Gesammelte math . Werke, 228. 

— ) € Springt >. 

'••••) « Borchardts Journal ». Tom. 79, p. 29. 
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qu'au contraire ici, comme il arrives! souvent dans les clas- 
sifications systématiques, au lieu delaligne limite qu'on désire, 
il y a une zone incommode de transition. 

Tandis qu'avant Leibniz on entendait par fonction une 
puissance de l'argument, la signification plus générale du mot 
(attribuée à Jean Bernouilli) s*est développée à la suite du 
calcul difTérentiel. Cependant, c'est Dirichlet et Riemann qui, en 
signalant la dépendance anorthoïdique ont les premiers 
donné au concept de la fonction sa généralité. 

36 — Conclusion de TEmpiriste. — Je ne nie pas que les 
idées hardies de l'Idéaliste et sa théorie, évidemment logique et 
bien conduite, ne contiennent un excitant à de profondes 
recherches, pjusvifquema conception si sobre des choses. Je ne 
conteste pas non plus que les hommes qui ont doté notre 
science de ses conquêtes les plus importantes aient eu peut- 
être pour la plupart des vues idéalistes. Sans remonter à Tépo 
que de Leibniz et d'Euler, le langage de Riemann par exemple 
et maints passages des écrits publiés par lui ou de ses œuvres 
posthumes montrent qu'il était franchement Idéaliste. Mais la 
science, c'est-à-dire l'ensemble des opinions, des intuitions et 
théorèmes adoptés peu à peu par la foule, qui prend part aux 
recherches on en suit les résultats avec intérêt, qui par le 
nombre balance peut être la force intellectuelle et gigantesque 
de quelques initiateurs de génie, enfin dont le jugement est 
d'autant plus impartial qu'il n'est point dicté par la passion 
qui domine aux premiers rangs du combat, la science, dis-je, 
transforme toujours à son profit les résultats des recherches 
les plus diverses et rejette sans pitié tout élément étranger à 
son essence même. Elle a accueilli avec gratitude, les lois de 
Kepler, mais a laissé de côté sa loi sur les dislances des planètes 
au soleil. Aussi, je suis convaincu que dans son développement 
ultérieur elle rejettera de la théorie des grandeurs tout ce qui est 
étranger fi la représenlation etretiendra seulement ce qui ratta- 
che les représentationsles unes aux autres. C'est ainsi quede nos 
jours cette aspiration qui ne fait que devenir plus vive et qui 
dans les divers domaines de la science tend à la détermination 
des concepts fondamentaux semble s'être engagée déjà dans 
une voie essentiellement empiri3te,bien qu'elle n'obéisse en cela 
tout d'abord qu'à des instincts vagues et non aux règles d'un 
système bien réfléchi . Si nous nous en tenons aux sciences mathé- 
matiques, nous constatons que, par exemple, dans l'analyse la. 
conception empiriste l'a depuis longtemps emporté sur les idées 
fantastiques qui régnaient sur la sommation des séries diver- 
gentes, idées propres à l'époque de Leibniz et d'Euler, dont les 
derniers vestiges se soni conservés durant notre siècle et 
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émergent çh et là à notre grand élonnement. En géométrie, on 
a commencé avec grand succès à ramener à nos perceptions 
môme le concept d'espace, ce principe d'ordination très 
complexe des perceptions et des représentations qui pénètre 
toutes nos pensées. Sans doute, je Tai remarqué, les opinions 
relatives à Tinfîniment grand, àTinQniment petit, aux irration- 
nelles, à la difTérentielle, etc., se contredisent parfois encore, 
mais dès que l'on aura reconnu que le fini suffît à l'édification 
des mathématiques, c'en sera tait pour toujours de l'infini. 

Les mathémaciens seront tous d'accord pour dire ; Le 
suffisamment grand ou le suffisamment petit satisfont aux 
conditions du problème. Tout homme qui sera à la hauteur de 
la science n'admettra d'autres quantités que des quantités suf- 
fisamment grandes et suffisamment petites selon tes coyidiiions 
du problème. 



L'IDÉALISTE 



39. — Goncluslon. — En viendra-t-on là ? Mais avant 
d'opposer le mien au tableau que TEmpiriste fait de l'avenir, 
j'ai à présenter quelques remarques sur ses fonctions anor- 
thoïdes. 

Une fonction à laquelle il est prescrit de prendre une valeur 
pour les valeurs rationnelles de Targument, et d'en prendre 
une autre pour les valeurs irrationnelles est à mes yeux une 
fonction incomplètement déterminée ou plutôt sa détermination 
suffisante n'est due qu'à l'existence de l'homme. La condition 
à laquelle la fonction est assujettie ne la fait pas correspondre 
à l'ensemble de toutes les valeurs de l'argument. On ne pourrait 
pas l'imaginer représentée par une figure idéale, comme une 
fonction donnée par une loi complète. Je considère un intervalle 
d'argument (0, 1). A une longueur partielle quelconque corres- 
pond une valeur de fonction, représentée géomélriquementpar 
un point. Ce qui est vrai d'une longueur partielle Test égale- 
ment et au même titre de toutes les longueurs en nombre infini 
prises dans l'intervalle considéré. Ainsi naît la représentation 
complète de la fonction complètement déterminée par une loi. 
Mais ce n'est pas une pareille loi qui distingue les nombres 
rationnels des irrationnels. Car si grands qu'on prenne les 
dénominateurs ratiormels, il reste toujours entre les deux 
espèces de nombres une lacune qu'on ne peut combler. Ce sont, 
au contraire, des fonctions complètes que ces séries choisies par 
TEmpiriste (art. 37,8), ([ui représentent des fonctions anorthoï- 
des ou des fonctions de caractère anorthoïde, parce qu'elles 
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ne font aucune différence entre les valeurs d'argument, pour 
lesquelles les valeurs de fonction sont à déterminer. Les 
points en nombre infini correspondant aux valeurs en 
nombre infini de l'argumenL sont Véquivalent géométriqys 
de ces fonctions. Je ne dis pas l'image, parce qu'il y a dans cet 
équivalent quelque chose de non représentable, Tinfîniment 
petit. Prenons une loi anorlhoïde, une loi qui, par exemple, 
donne à la fonction des points singuliers dans tout intervalle 
si petit qu'il soit, comme cela peut arriver si les maxima et 
minima se présentent à des instants indéfiniment voisins, et 
demandons-nous, au point de vue idéaliste : Que sera la 
distance de deux points singuliers voisins ? Gomme je Tai déjà 
suffisamment montré, il serait faux de répondre qu'elle a une 
petitesse illimitée, car ce mot se rapporte à la représentation 
que nous nous formons et non pas aux distances existant réel- 
lement en dehors de nous. Les distances des points singuliers 
sont infiniment petites. 

Ainsi, l'équivalent géométrique des fonctions anorthoïdes 
esl, en quelque sorte, la réprésentation de l'infiniment petit. 

Pour l'Idéaliste conséquent qui, autant que c'est possible, 
pose comme fondement l'essence des choses supposées indé- 
pendante de l'existence de cerveaux humains, qui, par suite, 
termine nettement par l'infini les suites de représentations de 
l'arbitraire ou derilliraitô dans le grand, le petit, l'exact, etc., 
la fonction anorthoïde engendre avec une logique inflexible 
l'infiniment petit. Qu'il ne s'en lionne pas là, et qu'il remonte 
à la véritable origine du concept de l'infiniment petit, il sera 
aussitôt conduit à la marche suivie dans le système idéaliste 
où l'infiniment petit naît déjà de la question sur les différences 
des longueurs possibles au-dessous d'une longueur donnée. 
Au contraire l'Empiriste ou celui qui ne se casse pas la tête 
sur les concepts fondamentaux de l'analyse, n'apprendra par 
ces [onctions que ceci, c'est que le concept de fonction a atteint 
son dernier degré de développement. 

Les Idéalistes s'éteindront-t-ils un jour ? — je ne le crains 
pas. Comme Idéaliste j'ai sûrement une avance sur l'Empiriste. 
Quand je tiens mon système pour exact, je n'ai pas besoin de 
considérer le sien cooime faux. Si l'Empiriste aiguise la diffé- 
rence de nos représentations initiales jusqu'à l'opposition de 
« l'exact parfait et de l'exact à volonté » je ne peux que me 
réjouir de le voir atteindre avec l'exact à volonté, au même 
point que moi avec mon exact parfait, car, chaque fois qu'il 
parvient avec son exactitude approchée à établir les fondements 
de l'analyse, mon hypothèse initiale de Texactitude parfaite 
trouve un appui dans ses résultats. Que l'Enapiriste ait en 
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outre sur certains points plus besoin que moi d'explications 
détaillées, pour arriver par sa méthode aux théories fonda- 
mentales de l'analyse, je ne veux pas interpréter ce fait en ma 
faveur. Car c'est d abord le contraire qui a lieu quand il s'agit de 
poser le problème de la recherche du concept de limite, qui 
conduit au principe général de convergence et de divergence. 
Ce sont ici les preuves idéalistes qui senties plus compliquées 
parceque prises au fond, elles exigent plus que celles de 
rfimpiriste, à savoir: l'exactitude parfaite. Mais c'est ensuite 
un phénomène fréquent que des idées simples en apparence 
très lumineuses, qui dans une connaissance superficielle, sem- 
Went être le principe ordonnateur de tout un domaine scien- 
tifique, se montrent tout-à-fait insuffisantes quand on pénètre 
plus avant et doivent finalement s'effacer devant une théorie 
pénible, complexe, mais dès ce moment seulement tout-à-fait 
satisfaisante. 

Pour d'autres raisons, je ne crois pas au tableau que 
TEmpirisle a fait de l'avenir. 11 exige de la science quelque 
chose de contradictoire avec sa propre essence. Il serait bien 
possible qu'au sein de la science se produisit une doctrine 
qui fît comme un dogme officiel de la devise favorite de 
l'Empiriste : « de représentation en représention seulement ! » 
comme il y a au sein des religions des théologies prétendues 
orthodoxes, les théologiens rendant pourtant homm.ige aux 
vues les plus différentes. Mais la science, c'est-à-dire l'en- 
semble de tous les efforts que fait l'homme poussé par sa soif 
de connaître, ne rejette que ce qui est maniteslemcnt faux. La 
libre recherche ne s'arrête qu'en présence de la vérité absolu- 
ment nette, et ne renonce à s'occuper que de problèmes dont 
il est démontré qu'ils sont dépourvus de sens, comme le 
perpetuum mobile. Ce qui engendre l'idéalismeje désir ardent 
de dépasser les limites de ce qui estai^'o^rc^'^w^représenlable, 
ne peut pas être condamné parla science, tant qu'on n'a pas 
tracé les limites nécessaires des recherches humaines. 

Ces limites existent- elles, notre besoin d'expansion attein- 
dra-t-il jamais des bornes? A l'égard de la chaîne immense 
des objets de recherche encore nouveaux, qui se perdent 
dans le lointain du problème psychique, je pourrais douter 
que l'humanité ait le temps de remplir sa tâche, mais non 
pas qu'elle reste essentiellement fidèle à ses aspirations 
idéales. 

Dans la manière de voir des mathématiciens d'aujourd'hui 
je ne peux découvrir aucun parti pris, certainement pas on tous 
cas contre les représentations idéales. Si on peut dire en 
général que c'était l'instinct critique de Tépoque encyclopé* 
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diste (*) qui corrigeait les erreurs des temps de Leibniz et 
d'Euler , ces aspirations n'ont pas abouti à une épuration 
définitive des représentations fondamentales mathématiques. 
Sans doute, ce qui domine aujourd'hui, provoqué par l'exemple 
des grands mathématiciens de ce siècle , c'est le besoin de 
rigueur dans les démonstrations et de fondement solide des 
théories au goût des mathématiciens ; seulement,on ne voit pas 
trace d'efforts poussés jusqu'à la séparation systématique des 
hypothèses empiris te et idéaliste. Ce que l'Empiriste pourrait 
dire dans ce sens, la détermination du concept de la différen- 
tielle dans quelques nouveaux travaux, n'a élé écrit qu'en vue 
d'une certaine répugnance h l'égard de Tinfiniment petit. Au 
contraire l'infîniment grand joue en géométrie un rôle plus 
important que jamais. Les nouvelles recherches les plus pro- 
fondes sur les concepts fondamentaux, comme celui de l'espace, 
conviennent aussi bien à l'Idéalisme et à l'Empirisme, et cette 
opposition ne les a provoqués ni influencés. 



(*) Du moins d'Alembert, le mathématicien de TEncyclopédie, dans 
quelques pages, dirigées contre le jeune Lagrange, de son opuscule sur 
la sommation des séries divergentes a opposé des vues tout-à-fait 
modernes à celles d^Euler sur la convergence. 



CHAPITRE II 



Considérations finales sur l'Idéalisme et rEmpirisme 

et sur le concept de limite 



40. — Rapport de Toppositlon de Tldéaliste et de TËmpirlste 
à ridée q[u*on s'est faite Jusqu'ici des concepts analytiques fon- 
damentaux. — Je termine là les plaidoyers de l'Idéaliste et de 
l'Empirisle. Mon but était, en recherchant l'origine cachée des 
deux formes de pensée généralement répandues, mais fréquem- 
ment mêlées, de pouvoir suivre chacune d'elles et avec soin 
depuis son origine jusqu'à ses dernières conséquences. Que le 
lecteur s'imagine donc sous les ligures de rîdéaliste et do 
l'Empiriste, telles que j'ai taché de les lui présenter, des hom- 
mes raisonnant avec une précision et une logique égales mais 
surtout ne reculant devant aucune conséquence de leur raison- 
nement. En réalité, les théories pures prêchées par eux n'ont 
guère trouvé ni dans le passé ni dans le présent un seul 
adepte conscient et parfaitement conséquent. Les études qui 
ne remontaient pas aux perceptions et à la formation élémen- 
taire des concepts, et qui prenaient au contraire pour base, 
sans aucun examen, le système de concepts commun aux 
hommes, tel qu'il s'offre avec son mélange de représentations 
réelles et verbales, ont fait naître des opinions, des interpré- 
tations, des concepts fondamentaux, éclectiques ou mieux 
accommodés aux circonstances, — mais non pas une théorie. — 
Dans le cas le plus favorable, des intuitions intermédiaires se 
substituaient à l'indécision de Leibniz, sans avoir la précision 
ni la sûreté de ces systèmes principaux. Je ne pense pas 
qu'après avoir lu attentivement les pages précédentes personne 
soit embarrassé pour connaître dans un cas donné la manière 
de voir soit de l'Idéaliste soit de l'Empiriste. Au contraire, il 
est impossible de deviner quels seront dans les mêmes cir- 
constances les jugements du partisan de systèmes intermé- 
diaires. 
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Ainsi se montre jusqu'à ce jour dans les intuitions fonda- 
mentales une confusion qui règne et qui régnera toujours 
tant qu'un principe ordonnateur d'un domaine de pensée n*est 
pas découvert. Qu'on doive le chercher dans la double forme 
de l'intuition du monde, — cela peut n'avoir pas été remarqué, 
parcequ'ordinairement on ne tient pour exacte qu'une seule 
manière de voir, et naturellement c'est la sienne. L'un regarde 
la ligne continue comme formée de points, pour l'autre cela 
est absurde. Tel ne voudra pas entendre parler de Tinfiniment 
petit, tel autre le rangera tout de suite parmi ses hypothèses. 
Un jugement impartial, une volonté sérieuse, pour arriver à 
une pleine clarté doivent nécessairement conduire à l'opposi- 
tion des hypothèses idéaliste et empiriste.Ce serontdansle désor- 
dre des opinionsaccidentelles comme deux drapeaux qui se dres- 
seront pour grouper auprès d'eux tôt ou tard la plupartdes pen- 
seurs. Peut-être aussi verra-t-on l'emporter un jour le nombre 
des indécis ou de ceux qui, par peur d'agiter dépareilles ques- 
tions, laissent de côté ces problèmes — par une sorte de sacri- 
fîcium intellectus : Mais les inconséquents, qui forment aujour- 
d'hui une immense majorité ne se trouveront plus un jour que 
parmi les ignorants, 

41. —Le mode d'exposition neatre de la théorie des fonc- 
tions. — Est-il possible à un parti intermédiaire de ne se ran- 
ger h aucune des deux intuitions fondamentales, et quel sera 
son langage ? Nous traiterons tout de suite cette question 
importante. Maintenant que nous avons développé les deux 
intuitions fondamentales logiquement possibles, nous aurons à 
poursuivre ce principe critique à travers les concepts élémen- 
taires de la théorie des fonctions, aussi loin que cela paraîtra 
important, en tout cas, au-delà des indications nécessairement 
brèves de l'Idéaliste et de l'Empiriste. Notre but essentiel est 
en cela l'exposition exacte des principes fondamentaux de l'ana- 
lyse dont quelques syllogismes et résultats seulement sont 
soumis à la critique idéaliste-empiriste. Quel mode d'exposi- 
tion allons-nous choisir à notre tour, maintenant que nous nous 
proposons de prendre la parole nous-mêmes ? L'abîme qui 
sépare les intuitions de l'Idéaliste et de l'Empiriste existe 
réellement. Il est trop profond et trop vaste pour pouvoir être 
comblé par des concessions réciproques. Les contre -proposi- 
tions sont absolument inconciliables. Or, si on a pénétré par la 
pensée dans les deux formes d'intuition de façon à s'approprier 
leurs conclusions respectives, on souhaite de voiries théories 
fondamentales de l'analyse développées et exposées aussi 
d'une manière logique à l'aide des deux intuitions. On pour- 
rait demander que le titre de calcul infinitésimal fût accompa- 



— 129 — 

gné de cet avertissement « d'après les principes idéalistes ou 
empirisles » et s'attendre à ce que la suite de cet ouvrage en 
donne un premier exemple. 

Nous croyons pouvoir ofTrir quelque chose de plus satis- 
faisant. Les principes généraux, d'après lesquels un chapitre 
de la théorie des fonctions doit être rédigé h la manière de 
ridéaliste ou de TEmpiriste, sont complètement mis au net, et 
nous aurions maintenant à en montrer l'application dans les 
cas particuliers. 

Il nous faudrait donc nous décider en faveur d'un des deux 
systèmes et nous efforcer de gagner le lecteur pour le système 
que nous aurions choisi. Mais le fait est que nous nous savons 
hors d*état d'assurer la victoire à Tune des intuitions fonda- 
mentales ; elles sont h nos yeux également autorisées à servir 
de base à la science. Nous aimerions donc mieux, même si 
nous nous étions décidé pour Tun des deux systèmes, donner 
à notre exposition, si c'est possible, une forme qui contentât h 
la fois ridéaliste et TEmpirisle. Il faudrait d'ailleurs qu'elle 
suffit alors au besoin de rigueur du lecteur qui ne possède le 
concept de grandeur qu'à son premier degré d'abstraction. 
Mais par quelle espèce d'exposition y parviendrons-nous? A 
cette question, il n'y a qu'une réponse. 

Puisqu'un mode d'exposition convenant à la fois aux 
conceptions idéaliste et empiriste n'est pas possible, il en faut 
chercher un qui ne se compose que de ce qui ne contredit 
aucune des deux manières de voir. Cela impose h l'exposition 
neutre les restrictions suivantes : 

Doivent être mis hors d'usage tous les concepts qui ne 
répondent qu'à une des deux intuitions fondamentales. Ainsi 
d'abord toute la métaphysique idéaliste, l'infîniment grand et 
l'infîniment petit, et ce qu'une étude plus profonde nous révèle 
comme étant une fiction idéaliste. Nous devons, pour éviter 
les protestations de l'Empiriste ne pas quitter le domaine du 
représentable. Nous userons de l'idée empiriste de l'exact à 
volonté, comme des fictions idéalistes ; l'exposition neutre la 
laissera de côté. Au contraire nous appliquerons les concepts 
tels que grandeur, valeur, longueur, étendue, intervalle, 
coname ferait l'Idéaliste. L'Empiriste peut être tranquille parce 
que ces expressions contiennent implicitement la double inter- 
prétation. 

Je me servirai donc, en me conformant à ces restrictions, 
du langage purement empiriste (*). Il a l'avantage de n'être 
jamais contestable puisqu'il n'emploie pas les expressions 



(*) Excepté dans le dernier art. du chap, V. 

9 
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désignanL d'autres concepts que ceux qui sont abstraits des 
perceptions ou qui peuvent s'y ramener. Les périphrases qui 
doivent se présenter ça et là à la place des désignations brèves 
de ridéalisle semblent bien donner au langage quelque chose 
de traînant, mais il pourra être intéressant d'apprendre à 
connaître une théorie, où l'opposition des deux intuitions fon- 
damentales joue un rôle si important, dans un langage débar- 
rassé de tous les idéaux. 

Quant à ce qui concerne au contraire le développement 
logique d'une pareille théorie et de ses démonstrations, il 
devra être fait à la manière idéaliste, puisque nous n'excluons 
pas la représentation de grandeur idéaliste, quand nous par- 
lons de valeurs. Il faudra, en effet, des preuves donnantsatis- 
faction à l'Idéaliste qui croit à l'exact absolu, suffisant à fortiori 
à l'Empiriste qui ne parle dans les rapports de grandeur que 
d'un exact à volonté. 

Ainsi donc : langage empiriste, preuves idéalistes. 

42. — Vue d'ensemble sur la suite de notre étude. — Cette 
devise entre en vigueur dans le dernier article de ce chapitre, 
qui traite des limites des suites de quantités discontinues, et 
dans les trois chapitres suivants sur l'argument, la fonction, 
et la marche finale des fonctions. Dans la détermination de 
son concept d'argument, l'Empiriste s'est déjà heurté à une 
difficulté qu'il a. en vérité, facilement aplanie. En pénétrant dans 
Ja nature de l'argument, l'esprit neutre voit avec clarté que 
précisément ici le dualisme des deux intuitions a une efficacité 
énorme s'étendant à des questions scientifiques qui jusqu'ici ne 
faisaient pas soupçonner des considérations remontant aussi 
loin. Naturellement l'opposition de l'argument de l'Idéaliste et 
de l'Empiriste domine aussi le concept de fonction dont nous 
pouvons maintenant seulement épuiser le contenu. Chemin 
faisant nous ne passerons pas sous silence ce qui se trouvera 
sur notre route des principes fondamentaux essentiels de la 
théorie générale des fonctions. La a marche finale des fonc- 
tions » pour les valeurs indéfiniment croissantes de l'argument 
sera enfin soumise aune analyse scrupuleuse. A la théorie de 
cette marche finale appartient le principe général de conver- 
gence et de divergence, et en le discutant nous mettrons la. 
dernière main au concept de limite. 

Si nous jetons un regard sur le chemin parcouru et sur celui 
qu'il nous reste à parcourir, nous voyons que notre objet 
essentiel a été jusqu'à présent le concept de grandeur, pour la 
délimitalion précise duquel nous avons considéré la limite do 
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la fraction décimale comme cas simple du concept de limite ; 
désormais le concept de limite lai-môme viendra au premier 
plan. Avec les derniers articles de ce chapitre et les chapitres 
suivants dont nous venons d'esquisser rapidement le contenu, 
nous mettons le pied sur le sol mathématique. 

Il reste donc encore une lacune à combler dans cette étude 
sur les premiers concepts de la pensée exacte. Gomme nous 
Tavons fait pour le concept de grandeur, il faut aussi que par 
rapport au concept de limite nous lâchions de remonter à son 
origine et de fixer son contenu naturel. L'étude de l'origine 
problable d'un si puissant domaine de pensée, de son étape 
naïve et de son étape scientifique, de sa Paléogénêse, comme 
on pourrait dire d'un mot, présente un grand charme. Mais ce 
qui nous remplit d'une profonde satisfaction, c'est la nettelé 
et la transparence qu'acquiert le concept , lorsque par le 
concours des perceptions dont il dérive, il naît pour ainsi dire 
sous nos yeux. 

43. — Premier degré de développement du concept de limite. 
— La Paléogénêse du concept de limite est semblable en 
général à celle du concept de grandeur ; cependant elle a son 
individualité et ce n'est qu'au terme supérieur de son dévelop- 
pement que les deux concepts se rejoignent. Voici en résumé 
comment nous avons fait naître le concept de grandeur. 

Nous avons commencé par distinguer le concept de grandeur 
linéaire comme fondement de la comparaison exacte et des 
combinaisons mathématiques. Ce concept de grandeur linéaire 
lui-môme offre au premier coup d'œil deux degrés d'abstraction : 
tout d'abord, c'est la représentation de grandeur naïve, puis il 
s'en forme une, afïinée par la science de la mesure, et^s'adaptant 
aux fins d'une comparaison savante. 

Seulement s'il suffit dans la plupart des recherches sur les 
concepts d'avoir décrit ces deux degrés de développement qui 
sont sans doute à distinguer pour tous les concepts fondamen- 
taux devenus utiles à la science, le concept de grandeur apprend 
qu'il ne faut pas s'en tenir là. Il s'y joint, en effets une certaine 
suite fermée de représentations, qui y est liée d'une façon 
inséparable, ce qui fait que l'étude de ce concept nous fait 
remonter aux premières perceptions et à notre processus intel- 
lectuel. Il s'agit de la réunion non pas d'un certain nombre de 
quantités en une seule, mais d'un ensemble illimité de quantités 
de plus en plus petites, également en une seule, — qui donne 
ce qu'on appelle la limite, — bref c'est le concept délimite, ou 
au moins c'en est une partie. 

Pour compléter le concept de grandeur au sens du concept 
de limite, et réunir les deux formes de pensée en une seule 
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rigoureuse, il faut faire atteindre à Tabstraction un troisième 
degré, celui qui appartient à la théorie de la connaissance. — 
C'est ce qui a eu lieu dans le débat de l'Idéaliste et de TEmpi- 
riste. Mais, du môme coup, la métaphysique du concept de 
limite est évidemment épuisée, ou mieux, par Tétude psycho- 
logique du concept de limite, qui saute par-dessus les premières 
étapes de ce concept, Texamen du concept de grandeur se 
trouve terminé. En tous cas, nous pouvons regarder comme 
atteint par le concept de limite le degré où il appartient à la 
théorie de la connaissance, de sorte qu'il ne nous reste plus 
qu'à jeter un regard en arrière sur son origine. 

Ainsi donc, comme pour le concept de grandeur nous distin- 
guerons dans le développement d'une forme d'intuition aussi 
générale qu'est le concept de limite, un degré primitif et un 
degré scientiflque. La composition de ce concept est quelque 
chose de très-remarquable. 

G est d'abord clairement un ensemble d'abstractions tirées 
du monde extérieur et du monde intérieur (ou psychique) des 
phénomènes. La limite est le terme conforme à l'expérience 
d'un phénomène dont la variation progressive n'a pas de terme 
dans rexpression seusible ni dans la suite des représentations 
qu'engendre cette impression. L'obscurité de la nuit qui croît 
pendant assez longtemps est la limite de la clarté évanouis- 
sante du jour, celle-ci inversement est la limite de l'obscurité 
qui s'en va. L'arrêt final d'un pendule, le tarissement d'une 
source ; d'un aulre côté, le grossissement maximum des eaux, 
la furie extrême de la tempête, le jour le plus long, la nuit la 
plus longue de l'année, bref la Qn de toute variation à peine 
sensible qui semble se continuer sans fin et à perte de vue 
dans la représentation qu'elle suscite, mais qui pourtant d'après 
l'expérience finit par cesser complètement ou par atteindre son 
maximum, — voilà des exemples du processus de l'idée de 
limite, dont il est question. 

Ainsi donc, par ces perceptions élémentaires un phénomène 
psychique et un phénomène variable s'unissent réellement en 
une intuition. 

Cette suite d'idées est pleinement mise en lumière par le 
fameux sophisme de la philosophie grecque, dont toute la force 
réside dans la séparation des deux phénomènes. 

Je veux parler du raisonnement de Zenon suivant, lequel 
un objet qui possède un mouvement uniforme ne peut par- 
courir une étendue ; la flèche qu'on a lancée ne peut, par 
exemple, atteindre la cible. (*) 

(*) Le raisonnemant de Zenon tel qu'il est généralement conue se 
rattache à la course qu'il fait faire à Achille et à la tortue. Dans le 
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La flèche décochée doit parcourir successivement la moitié, 
les trois quarts, les sept huitièmes, etc. — de la distance qui 
sépare le tireur de la cible. Si nombreuses que soient les 
portions de cette distance qu'elle a déjà franchies; elle en a 
toujours un nombre illimité devant-elle ; mais puisqu'elle doit 
les avoir parcourues toutes pour atteindre le but, elle ne 
peut évidemment jamais l'atteindre. 

Ce sophisme peut-être refuté de deux manières ; On peut 
dire que le temps nécessaire pour parcourir les fractions 

1 i 

d'étendue T> K'" ••diminue dans le môme rapport que ces 

fractions ; que, par suite, le nombre illimité de points de 
divisions ^^ sera parcouru dans un temps flni. — Ou bien 

encore on objecte avec plus de justesse que le partage du 
chemin en portions de la forme ^„ est une opération arbi- 
traire et que la flèche en réalité parcourt l'un après l'autre les 
quatre quarts ou les huit huitièmes, etc.. de son chemin, met- 
tant d'ailleurs des temps égaux à parcourir les fractions égales. 
De ces points aussi peu éloignés qu'on veut les uns des autres 
le sophisme tire sans aucun fondement réel une série parti- 
culière. 

De telles objections sont bien contradictoires avec la 
conclusion du sophisme, mais elle ne l'éclaircissent pas, elle 
ne découvrent pas la faute du raisonnement. Cette faute se 
cache plus profondément. 

Le paradoxe dit bien que la flèche devant parcourir en 

18 7 
réalité les points 5' i» o * • * etc., indéfiniment, occupe toujours 

dans noire représentation la même situation en tant ([u'elle a 
encore devant elle un nombre illimité de points à parcourir. 
Ûans ce fait rien ne peut jamais changer. Or, tout-à-coup, la 
flèche sort de cette suite de représentations, et, absolument 
sans transition, est Vixée à là cible. 

C'est donc là qu'est le point (aiblc, le paradoxe, c'est dans 
l'opposition que présentent d'une part une suite do représen- 
tations, qui par sa nature est illimitée, et par conséquent non 



problème de la flèche, Zenon traite un autre point. Bien que ceci ne soit 

Ï>as essentiel pour nous, observons que ces raisonnements ne sont pas à 
'origine donnés pour des sophismes, mais servent d'appui à la ])hilo- 
sophie de Zenon. ( comparer Zeller — La philosophie des grecs I, les 
£léates, traduit par Boutroux ). 
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seulement n'exige pas de terme mais n'en possède aucun — et 
d'autre part, le fait matériel qui met fin à cette suite de 
représentations. 

Cette combinaison de représentations, dont la séparation 
prend la forme d'un sophisme, se fond par Thabitude en une 
seule forme d'intuition^ sur laquelle on ne réfléchit pas, et qui 
appartient au système de réprésentations de mots, telle que 
limite, fin, terme etc..., absolument comme l'infini, Texact. 
l'invariable de forme et d'autres représentations de limite, qui 
désignent des limites, non nécessairement existantes dans Je 
monde extérieur, de purs phénomènes de pensée, mais à 
Texistence desquelles nous concluons, parceque le monde des 
phénomènes réels nous a habitués aux limites. 

Mais, jusqu'ici, il n'a été question qu'en partie du concept 
primitif de limite. Il vient s'y ajouter quelque chose. Nous 
connaissons aussi raccroissement sans ^m, la variation sans 
terme. Le mouvement en cercle peut n'être jamais arrêté, 
l'alternance des saisons et la succession des étoiles semblent 
éternelles. Ainsi il nous faut encore admettre dans cette forme 
d'intuition la nature des variations qui comporte ou qui exige 
une limite. 

On ne s'attache pas à trouver dans l'intuition de tous les 
hommes des déterminations exactes de cette nature de varia- 
tion. Pourtant le sentiment distingue des phénomènes tels que 
l'accroissement du temps de ceux où un certain maximum 
est atteint — comme la croissance d'un arbre: Est modus in 
rébus, sunt certi denique foies. On pourra donc regarder com- 
me appartinant aussi au système de représentations de l'hom- 
me primit'f, — quoique sous une forme moins précise, — ce 
principe que une quanlilo qui ne fait que croître ou décroître 
tend vers une limite, si elle ne varie pas au-delà de toutes limi- 
tes Le concept primitif de limite a donc en général le contenu 
que voici : Des phénomènes sans nombre consistent dans des 
variations que nous ne sommes pas en état de poursuivre 
Jusqu'à leur fin, ni par la perception dee sens, ni par la pen- 
sée; et pourtant ils ont une limite. Gomment elle est attemte, 
notre représentation ne saurait le dire. — D'autres phéno- 
mènes, au contraire, n'ont pas de terme. 

El deuxièmement: il y a dans la nature de la variation des 
conditions qui entraînent la nécessité de la limite pour le phé- 
nomène. 

Le concept de limite se décompose donc eu deux parties 
essentielles : l'existence de la limite, puis la nature des condi- 
tions sous lesquelles une variation a une limite. 



- 135 — 

44. — Le concept scientifique de limite. — Le concept qui 
est ainsi une abstraction primitive tirée aussi bien des percep- 
tions internes que du monde extérieur, va nous amener aux 
représentations engendrées absolument par le processus de la 
pensée, et ainsi naîtra le concept scientifique de limite. Il se 
rapporte tantôt à des limites de suites de valeurs indivi- 
duelles, comme c'était le cas le plus fréquent dans la mathé- 
matique des anciens, — (par exemple, dans les questions de la 
circonférence du cercle considérée comme limite de périmètres 
de polygones, et dans les quadratures d'Archimède) ; tantôt la 
limite est le terme de suites de valeurs continues, comme dans 
la question de la tangente, — limite de la sécante, et des 
nombreuses limites du calcul différentiel qui est sorti du pro- 
blème de la tangente. Mais dans la théorie abstraite des gran- 
deurs Texistence de la limite est toujours tirée simplement et 
sans discussion du concept primitif de limite. Ce qui est l'objet 
d*un problème scientifique, c'est seulement la nature des suites 
de quantités, qui comportent une limite, et il s'agit là de règles 
pratiques, du critérium de convergence des opérations infinies 
sous des hypothèses très restreintes, et non pas d'un principe 
général embrassant toutes les suites de quantités possibles. 

En désignant par suitesasymptotiques celles qui ont une 
valeur asymptotiqu^, c'est-à-dire une limite, et sans excepter 
le cas où la suite oscille autour de sa valeur asymptotique — 
nous pourrons déterminer comme il suit le contenu naturel du 
concept scientifique de limite. 

Il comprend l'idée de limite dans le sens où l'entendaienl 
l'Idéaliste et TEmpiriste, c'est-à-dire les preuves qu'ont four- 
nies les deux intuitions fondamentales pour l'existence de la 
limite de suites asymptotiques aussi simples que possible, et 
en outre les conditions nécessaires pour qu'une suite donnée 
soit asymptotique. 

Ainsi compris le concept de limite n'était jusqu'ici pas 
encore à Tordre du jour dans le problème que la mathémati- 
que moderne s'est posé, et qui a pour objet d'assurer ses 
propres fondements : et ce n'était pas seulement la démons- 
tration de l'existence de la limite qui n'y figurait pas, il en 
était de même du théorème décisif sur le caractère asymptoti- 
que d'une suite que j'ai appelée principe général de conver- 
gence et de divergence. On y avait si peu réfléchi que, en 1871, 
j'ai été obligé pour une démonstration d'éclaircir un cas par- 
ticulier du principe (à savoir que une série u^-\-u.i-\-,. converge 

si l'ensemble de Cauchy u^ -f- i^,n + i + +^u It'nd toujours 

vers zéro, m et n croissant indéfiniment.) (*) 

(•) Mon programme d*entrée à l'Université de Fribourg, p. 2. 
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Le concept scienliQque de limite est doQC complété au sens 
que nous avons indiqué par la démonstration que donne le 
chapitre Vdu principe général de convergence et de divergence. 
Nous bornerions là ces considérations générales sans le sou- 
venir de quelques difficultés qui ont une fois enrayé notre 
marche,et dont je vais faire mention pour flnir, —pour qu'elles 
achèvent de donner une idée exacte de ces recherches sur les 
concepts, 

45. — Des limites de suites discontinues et continues. — 

Ayant reconnu que la limite ne possède pas l'évidence d'une 
perception directe, Je ne négligeai aucun moyen accessible 
pour en démontrer l'existence. C'eût été vraisem blâment une 
découverte merveilleuse. Tout effort cependant fut vain, il ne 
me restait de cette première partie de mes recherches que les 
deux démonstrations de l'Idéaliste (art. 21) avec leur réfuta- 
tion. — J'en déduisis que l'impossibilité de démontrer la limite 
pouvait seule donner le problème de la théorie critique de la 
connaissance , correspondant au 3^ degré d'abstraction du 
concept de grandeur. 

A la vérité ce problème ne résultait pas encore exclusive- 
ment de l'impossibilité de la démonstration de la limite. Je crus 
d'abord devoir chercher un passage à la limite d'une certaine 
nature toute simple, d'où les autres limites puissent se déduire 
•par combinaison. Et ma recherche s'est trouvée arrêtée par 
cette opinion que la formation de la limite est un concept 
distinct suivant qu'elle procède de suites discontinues ou 
continues, de sorte que pour chacun des deux cas il faut 
trouver la forme simple fondamentale. Tout au plus la limite 
des suites discontinues serait à considérer comme impliquée 
dans celles des suites continues. Pour cette raison beaucoup 
de preuves qui s'offraient à moi pour l'existence de la limite 
des suites continues, sous l'hypothèse de la limite de la fraction 
décimale, provoquèrent ma profonde méfiance. Mais alors, je 
fis cette observation : Si je voulais, sous l'hypothèse de ïa 
limite d'une certaine succession continue, démontrer les théo- 
rèmes généi^aux, les démonstrations impliqueraient inévitable- 
ment, sous une forme quelconque, la suite de quantités 
discontinues. Celle ci était toujours là. Je m'appliquai finale- 
ment à considérer cette apparition comme une propriété de 
notre pensée, qui non seulement, comme on le sait, résout la 
continuité dans une variation s' effectuant par sauts ('), mais 



(*) Dans les perceptions de la vue, le mouvement saccade de la pru- 
nelle (jui s'observe dans la contemplation d'un objet étendu est un signe 
extérieur de cette propriété de la pensée, mentionnée dans le texte. Les 
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encore fait naîlre la limite des phénomènes continns de point 
de repos discontinus de la pensée attentive. Cela est incontesta- 
blement en faveur d'une véritable uniformité des peprésontations 
sans fin. Car la limite, comme longueur déterminée, ne peut 
être que la représentation finale, de même nature que les 
précédentes, d'une suite de longueurs également déterminées. 
J'ai dit (Introduction )que, une fois disparue toute obscurité 
sur la limite de la fraction décimale, la voie serait ouverte et 
l'analyse serait maîtresse chez elle. Cela signifie maintenant : 
le théorème sur l'existence d'une suite particulière discontinue, 
la fraction décimale, par exemple, doit suffire pour qu'on en 
déduise à l'aide de la mathématique ordinaire les principaux 
théorèmes sur la fonction en général et le principe général de 
convergence et de divergence. D'après la remarque précédente 
cela ne peut pas nous étonner, etles chapitres suivants en 
donnent la preuve. Mais, comme ainsi la limite des suites 
discontinues demeurait seule indémontrable, je me trouvai 
placé directement en présence du troisième degré du concept 
de limite, celui qui appartient à la théorie de la connaissance. 
Le problème réduit à la limite de la fraction décimale devait 
donc faire naître cette question : Si les quantités discontinues 
qui doivent avoir une limite en restent éternellement distinctes, 
comment peuvent-elles déterminer cette limite? Quel rapport 
doit-on se représenter entre leurs valeurs isolées et leur limite. 
On ne peut s'en représenter aucun, et on tombe ainsi sur cette 
solution que, ou bien elles finissent par se mêler avec la limite 
en une représentation unique^ (intuition empiriste); ou bien 
leur différence cesse d'appartenir au domaine de représenta- 
tions de rhomme (intuition idéaliste), ce qui résout le problème 
définitivement. 

La suite des idées que .j'ai tracée convient aux applications, 
parcequ'elle a pour résultat un mode de démonsl ration uniforme 
pour les limites, qu'il s'agisse de variation continue ou de 
suite de valeurs discontinues. Les démonstrations se ramène- 
ront dans tous les cas à la formation de la limite de valeurs 



autres sens nous effrent quelque chose de semblable. Dans le son varia- 
ble de la sirène,j.e distingue toujours des sons qui restent les mêmes un 
certain temps et qui, selon toute vraisemblance, se fixent dans notre 
cerveau pendant quelques instants, nous empêchant alors de saisir la 
variation de son. Notre attention qui se réveille subitement et la fatigue 
de notre attention qui se reproduit périodiquement font dominer pendant 
un certain temps les impressions reçues et donnent ainsi naissance à la 
discontinuité de la perception. Cette discontinuité est peut-être la cause 
physiologique de notre penchant à résoudre le continu en variations 
brusques. 
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discontinues, et de suites aussi simples (fue possible, comme 
le sont les fractions d<^ciraales. Ainsi prend naissance une mé- 
thode de démonslralion permettant de fréquentes applications 
([ue je nomme constructions numériques. Nous allons, dans 
l'article suivant, appuyer ce qui précède par des exemplse,après 
avoir résumé les résultats numériques de notre étude anté- 
rieure. 

46. — Comparaison des limites des suites de valeurs discon- 
tinues. — LA regard de la limite de la fraction décimale, le 
résultat de Tétude précédente est le suivant : 

Si on pose 

Xn = 0, ai «2 ... a„ , a^ m 0, 1, 2. . . .9 

il existe toujours une quantité œ de telle nature que oo — a?„- , 
pour des valeurs suffisamment grandes de n, reste au-dessous 
d'une valeur choisie aussi petite qu'on veut. 
Nous écrivons : 

57= limn-.joi^t *i *2 . • .*rt ) = 0, ai a2 ... 
et Ton a 

X- -ar„ =z 0, . . . a^,^i9c^4.2. . . < 10*-^ 

si tous les a, à partir de a^ ^ i, ne sont pas des 9 ; — on aurait : 

X^Xn =10-''. 

si tous les chiffres étaient des 9. 

Nous pouvons imaginer la llm. œ h la manière de l'Idéa- 
liste ou de l'Empiriste, sans que cela ait aucune influence sur 
la marche et les résultais de nos recherches analytiques. Aussi 
laisserons-nous de côté cette différence, excepté là ou il est 
précisément question d'elle. Il faut ensuite remarquer que si dans 
les applicallons dfi ce théorème on fait intervenir tôt ou tard une 
loi déterminant lu suite des a, cette hypothèse n'est nullement 
nécessaire pour la validité générale des preuves fondées sur 
l'existence de la limite de la fraction décimale. Pour TEmpi* 
riste cela lient à ce qu'il suffit que les a puissent être donnés 
indéfiniment, pour que la détermination de la limite soit aussi 
exacte que l'on veut. Pour l'Idéaliste, cela tient à ce que si 
réellement la suite des a était sans loi .jusqu'à l'infini,*] sa 
limite existerait tout de mftme au sens idéaliste. 

La question relative à l'essence du nombre irrationnel et à 
son rapport au nombre rationnel pourrait être également réso- 
lue par ce théorème. Pour résumer la marche de nos idées, 
autant qu'elle a trait à la représentation des quantités irration- 
nelles, rappelons que le nombre, c'est-à-dire le nombre ration- 
nel, est aux parties correspondantes de l'étendue unité (prise 
pour lype des quantités linéaires) ce que le mot est à un 
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concept ou à une représentation. Mais il en est aussi de 
même des irrationnelles qu'on doit tenir pour équivalentes 
à la formule d'après laquelle se fait leur développement. Or 
donc, h cette formule aussi correspond une longueur limite, 
comme au nombre une fraction rationnelle de l'unité. 

L'irrationnelle est ainsi comme le nombre rationnel une 
quantité mathématique linéaire, et la différence entre les deux 
consiste en ce que le nombre irralionnel est une longueur 
limite de nombres rationnels, de sorte qu'il y a entre eux un 
passage à la limite. Seulement cela n'entraîne pas une diffé- 
rence essentielle. Car notre représentation de longueurs 
rationnelles et irrationnelles est de même nature, — aussi 
bien pour l'Idéaliste que pour l'Empiriste. Ce sont des mor- 
ceaux quelconques d'une quantité mathématique linéaire. Rien 
ne les distingue donc, que leur détermination numérique, 
c'est-à-dire leur origine accidentelle. Je dis accidentelle, 
parceque des déterminations de ce genre devraient faire paraî- 
tre des espèces innombrables de longueurs irrationnelles 
comme difTérant de nature autant que diffèrent les longueurs 
rationnelles des irrationnelles. Ainsi des longueurs peuvent 
être rationnelles ou irrationnelles par rapport à des longueurs 
données comme irrationnelles, elles peuvent être, par exem- 
ple, des longueurs limites d'une suite de longueurs irration- 
nelles, et ainsi de suite. L'unique différence réellement 
essentielle, qu'on puisse imaginer dans la détermination numéri- 
que d'une grandeur, concerne l'absence de loi ou la confor- 
mité à une loi pour les suites des nombres. Les suites sans 
loi, quand on les accepte comme possibles avec Tldéaliste, 
sont en vérité franchement irrationnelles, seulement elles ne 
constituent qu'un cas limite du concept de l'irrationnalité. 
Nous aurons souvent affaire dans cet ouvrage aux différents 
modes de détermination numérique des irrationnelles mais le 
concept de nombre me semble complètement mis au net par 
ce qui précède, et nous ne nous en occuperons plus. 

IL — J'ai montré dans l'article précédent que le concept de 
limite se rattache par sa nature aux suites de nombres, c'est- 
à-dire aux suites de quantités discontinues, c'est pourquoi 
non-seulement toute limite, comme c'est facile à montrer, peut 
s'exprimer comme limite de suites de nombres, mais encore 
la démonstration des limites hypothétiques de phénomènes 
continus dans les théorèmes élémentaires de la théorie dos 
fonctions, se fait toujours vraisemblablement par la constriAc- 
tion numérique y comvaQ ]d\ nommé cette méthode. Si nous 
possédons une espèce de suites de nombres, dont on puisse 
prouver qu'elle s'approche de toute limite possible, la démons- 
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tration spéciale de l'existence des limites devra pouvoir se 
faire en ramenant les suites de valeurs qui doivent posséder 
une limite aux suites de nombres de l'espèce considérée. 
Notre lâche sera donc tout d'abord de rechercher, parmi toutes 
les espèces de suites de ce genre, celle qui est aussi intuitive, 
aussi familière que possible. Par l'établissement d'une 
pareille espèce de suites fournissant toute limite, nous serons 
ramenés en réalité à la forme la plus simple et présentant le 
plus petit nombre de cas particuliers, à laquelle l'axiome idéa- 
liste sur l'existence des limites puisse se rattacher. 

Il s'oflre à nous tout d'abord la suite la plus générale de 
fractions rationnelles non décroissantes, à dénominateurs 
croissants. 



ni ^ n-2 * 



où zi < w, , Z2 <n2 , etc., n, < n2 < . . . , ^^ ^ -^ ^ . . . 

fil ' ^2 

C'est une suite d'étendues ne variant que pour croître et 
toujours inférieures à l'unité, qui, d'après leur mode de for- 
mation, à partir d'une valeur suffisamment grande n^, ne peu- 
vent augmenter que de quantités dont la petitesse est choisie 
à notre gré. Cette sorte d'accroissement est, en vérité, assez 
aisée à montrer, mais elle ne saute pourtant pas aux yeux 
sans explication, de sorte que la suite susdite doit céder le pus 
à d'autres plus simples encore. 

Si les dénominateurs ni , n2 , forment une série géométri- 
que telle que l'unité soit divisée en rii parties, chacune de ces 
parties le soit ensuite en % parties et ainsi de suite, il existe 
une série très nette de nombres, dans laquelle la venue de la 
limite atteint le plus haut degré d'évidence intuitive. 

D'abord toute longueur (ou limite) peut être regardée 
comme limite d'une pareille suite. Posons Wi m a et sup* 
posons donnée la longueur L < 1 ; il existe alors un nombre 

entier ai < a tel qu'on ait — ^ L <'î^LIE — . Il y a ensuite un 
nombre entier aa < a, tel que "^ < ^ — — < ^^ T ^^c. , 

jusqu'à Î^^L-(^ + ;4+...+ | ) < *-^. La diffé- 

rence L— (^4-î|--l-...4.?£-i a donc la limite zéro. Cela 

\ a ' a-* ' a'' / 

saute surtout au yeux si on suit ce raisonnement sur une Qgure. 
Ainsi donc si une opération f(x) a une limite y < i, celle-ci 
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Il s'agit encore de savoùquel est le choix le plus convenable 
qu'il faut faire d»is a. Supposons a =r 2 ; nous obtenons alors la 
suite de nombres la plus sommaire. A l'égard de son image 
géométrique, que peut-il y avoir de plus simple que de diviser 
sans cesse par 2 ? Les quantités ai , «2 ,... ne pouvant être 
que ou 1 sont les plus petites possible, de sorte que l'axiome 
appliqué à la forme 

se rapportera aussi au plus petit nombre possible de séries. 
Ce sont là incontestablement de grands avantages du système 
de numération dyadique — qui tenait tant à cœur à Leibniz, 
et on s'en servira toujours volontiers dans les leçons au tableau 
à cause de sa simplicité intuitive. Mais, dans une exposition 
écrite, il pourrait être plus convenable de prendre az= 10, c'est- 
à-dire d appliquer, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le 
système décimal, qui éveille en nous des représentations 
arithmétiques bien plus familières que le système dyadique. 

IlL - Pour terminer, donnons comme exemple de cons- 
truction numérique la preuve de la limite d'une suite discon- 
tinue de quantités ne variant que dans le sens de l'accroissement, 
mais n'augmentant pas indéûniment ; c'est un des cas les plus 
importants et le plus souvent utilisés dans les démonstrations 
de la théorie des fonctions. Soit donc : 

00 <i oc <. 00 

1 = 2 = 3 

ces quantités x devant rester inférieures à une valeur déter- 
minée, sans être jamais toutes égales — h partir de quelque 
rang que ce soit. 

Soit d'abord a^ -}- 1 le plus petit nombre entier que ne 
dépassent pas les quantités œi ^ œ^ ;... Elles doivent alors 
finir par dépasser ao ; désignons par lo le premier des x^ qui 
remplit la condition 

«0 < So < «0 < 1 

tous les a?p > Ço satisfont de même à cette inégalité. 

Soit ensuite ai -f- 1, où ai < a, le plus petit nombre de 

fractions - de l'unité, qui n'est pas dépassé par les quantités 

de la suite a?i — ao , a?^ — ao ,... Ces différences, qui d'après la 
première hypothèse finissent par être positives, devront finir 
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3^1 



par dépasser — . Désignons par li — Oo la première de ces 
différences qui remplit la condition 

nous écrivons, en nous conformant aux règles ordinaires de 
numération écrite, 

3Cu , «1 < çi < ao, ai + 1 

Tous les Xp > li satisferont de même à cette inégalité. 
Soit en troisième lieu a^ + 1, où ol^ < a, le plus pelit nom- 

11 1 

bre de fractions — de — ' c'esl-à-dire de fractions -s- de 

a a a'^ 

l'unité, qui n'est pas dépassé par les quantités Xi — «o, ^i , 

^2-^0, *i. . . Ces quantités, qui d'après la deuxième hypothèse 

finissent par être positives, finiront aussi par dépasser-|^. 

Désignons par Sa — ao, ai la première de ces différences qui 
remplit la condition : 

-2 < ;2 — «0 ai < 



a^ ^ (X.2 



ou a^, ai ag, <U < «o. ai a^ + 1 

Tous les a?p > Ç2 satisferont de même à ces inégalités et 
ainsi de suite.... 

Je remarque que la preuve empiriste se trouve par là 

achevée. Car la suite desao;ao, ai.ao, ai aa , ayant une 

limite aussi exacte qu'on veutj (qu'on peut, par exemple, sup- 
poser atteinte par ao. ai ol^ . . .ap ) les x ne dépasseront pas 

1 1 

de-— la limite de la fraction a,, ai a,, Mais -rr quand p 

augmente, peut-être rendu aussi petit qu'on veut ; donc les 
X ont pour l'Empiriste une limite, qui ne peut dépasser d'une 
étendue donnée avec autant d'exactitude qu'on veut la limite 

de la fraction ao , aj aa ; les a? et les a^,. «,,«1; etc. ont 

donc la même limite. 

L'Idéaliste a besoin de formuler plus exactement l'égalité 
des limites, de manière à montrer leur différence comme 
infiniment petite, 

La suite illimitée de quantités Xi^ Xz^ ,, . donne une déter- 
mination unique pour une suite de nombres également illimi- 
tée ao. a,, ag , . . . 
soit X = ao , ai aa ... in inf. 

Nous avons trouvé que pour toute valeur arbitraire de 2? 
il existe un nombre r minimum pour lequel on ait 
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(Xo , Xi a2 . .. a^ < Xg < oo , aci ^2 ... oc^ ^.i, ç = r, r +1,.. . 
ou bien en diminuant le côté gauche et augmentant le droit, tel 

que X- i-<x, < X+ ^ 

qu'on fosse croître p indéfiniment, r croît aussi et par suite q, 

au delà de toute limite, et la différence X — œ^, qui est 

1 
inférieure à — tombe au-dessous de toute borne, ou devient 

pour l'Idéaliste infiniment petite. 
Par suite, 

lim Xp z= Xq, OLi 0L.2 . . , . := X 

Dans toutes les constructions numériques la preuve empiriste 
peut de cette façon être considérée comme complète, plus tôt 
que la preuve idéaliste, et il suffira de l'avoir montré une fois. 

Le développement de la fraction décimale oo. ai ag . . . est 
ce que nons entendons par construction numérique de la limite 
lim Xp = X, La proposition établie ci-dessus est un cas parti- 
culier de la suivante, à laquelle elle sert de fondement. Si 
deux suites a?i , cc^ , ... et y i , yi ... sont de telle nature que 
leurs différences Xp — y^ restent au-dessous d'une petitesse 
arbitrairement choisie, quand p et q ont dépassé une valeur 
suffisamment grande, chacune des deux suites a une limite, et 
les deux limites sont les mômes. Cette proposition est de nou- 
veau comprise dans la quatrième du 3'"^ article, chap. V ; 
inutile donc d'en donner une démonstration particulière. 

Ainsi armés, entrons dans l'étude des concepts fondamen- 
taux analytiques plus restreints, de l'argument et de la 
fonction. 



CHAPITRE III 



L'argumcDt 



47. — Remarc[U6S préliminaires et vue générale. — Pour 
TEmpirisle eiridéalisle, une valeur particulière de rargument 
est une longueur qui va d'un point initial fixe à un point final 
arbitraire, longueur qui peut toujours s'exprimer en fonction 
de l'unité de longueur, à l'aide d'un nombre au sens général, 
c'est-à-dire à l'aide d'un nombre rationnel ou de la limite d'un 
pareil nombre. C'est pourquoi, au seuil de la théorie des 
fonctions, nous nous réservons la liberté d'imaginer l'argu- 
ment suivant le besoin du moment, ou à volonté, soit comme 
extrémité de longueur, c'est-à-dire comme un point définissant 
une distance, soit comme un nombre^ c'est-à-dire comme un 
rapport numérique à une unité de longueur. 

Bien que la représentation géométrique forme le sens 
primitif de l'argument, les opérations de l'analyse ont essen- 
tiellement affaire à sa détermination numérique, et on n'a pas 
besoin d'avoir toujours présente sa représentation première. 
La représentation de nombre se substitue à celle de longueur^ 
comme son signe, de même que dans la pensée le mot nous 
épargne de faire renaître des représentations réelles, processus 
que j'ai décrit en détail dans l'article 18. Si nous pouvons 
suivant notre naturel nous passer plus ou moins de la 
représentation de quantité, et entendre par argument une 
succession de déterminations numériques, il n'en est pas moins 
vrai que la représentation géométrique fondamentale ne 
saurait être complètement mise de coté. Elle domine même le 
langage. Nous parlons d'une certaine étendue^ sur laquelle 
sont distribuées les valeurs d'argument comme points ; Nous 
partageons les étendues en étendues partielles; nous construi- 
sons sur les points de ces étendues des valeurs de fonction, etc. 

Voilà pour la valeur d'argument isolée. 



;\ 
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De même là où il s'agit de la représentalion simultanée 
d'une multitude de valeurs d'argument isolées» les conceptions 
de l'Idéaliste et de l'Empiriste ne diffèrent pas essenti«llemenl. 
Tous les deux se la représentent géométriquement comme une 
série de points isolés, aussi dense qu'on voudra, voire môme 
indéQniment dense; car la limite imposée par l'Empiriste à ce 
resserrement peut être reculée à volonté par raffinement de 
la représentation. Une différence profonde au contraire règne 
entre leurs manières d'entendre l'ensemble de toutes les valeurs 
d'argument, qui sont possibles entre deux points, Isipantachie 
complète, comme nous le nommerons tout-à-l'heure. 

L'étude des groupements possibles des valeurs d'argument 
sur l'étendue d'argument, de leur resserrement croissant, 
enfin de l'ensemble de suites de valeurs et de ses rapports à 
des ensembles de points plus pauvres : voila les éléments 
essentiels de la théorie de l'argument à laquelle M. Cantor a 
incontestablement rendu de très grands services. 

Mes travaux sur la théorie générale des fonctions, c'est-à- 
dire sur des problèmes concernant l'intégralité et le domaine 
de validité des formules de représentation, m'ont fait découvrir 
depuis longtemps des voies absolument analogues aux siennes. 
Pourtant je ne me suis occupé que de la distribution des points 
sur l'étendue d'argument et des méthodes d'exposition des 
nombres irrationnels, tandis que le concept de dénombrement 
joint à la théorie de la puissance relative des divers ensembles 
de points appartient en propre à M. Cantor. (') 

Je compte dans la suite de cet ouvrage revenir sur la 
théorie de l'argument et sur de nouvelles méthodes d'engen- 
drer les irrationnelles dont il se compose, sans plus m'occuper 
de l'opposition des systèmes idéaliste et empiriste. Ici, après 
avoir développé le concept exact du partage de l'étendue 
d'argument, j'exposerai d abord la théorie de la répartition 
des points telle qu'elle s'est présentée à moi, et avec mes 
propres expressions (art. 19, Sqq.) (*') et j'ajouterai la partie 

(•) Sur une propriété de Pensemble de toutes les valeurs algébriques 
réelles — Voir Borch, Journ. tom 77. — Contribution à la théorie des 
ensembles Borch, Journ. tom 84. — Acta Math., t. 2. 

(**) Je m'estime d'autant plus fondé à présenter cette théorie telle 
qu'elle s'est offerte à moi d elle-même, amenée par les besoins de la 
tnéorie des fonctions, que j'ai déjà publié ça et là quelques fragments 
isolés et que j'ai communiqué par lettre à M. Cantor la nécessité de la 
disposition génériale de l'article 49, plus d'un an avant sa publication. 
(Leipz. Ann. XV) je considère comme ma propriété, avec la triple division 
qui en résulte, le concept général de pantachie des points et des éten- 
(lues. qui n'est pas né de la spéculation, mais au contraire, s'adapte 
spécialement à la théorie des fonctions, et en résulte avec nécessité. 

10 
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qui s y rapporte — de la théorie du dénombrement et de la 
puissance relative des ensembles. Tout cela encore, sans me 
placer au point de vue essentiel de l'opposition des deux intui- 
tions fondamentales. La dernière partie du chapitre a ensuite 
pour objet la séparation de la théorie en ses parties essentielles 
d'origine idéaliste et d'origine empiriste. 

48. — Partage de retendue d'argument. — Qu'une valeur 
d'argument particulière signifie donc une longueur avec le 
point pour signe, ou bien un nombre, l'argument, considéré 
comme l'ensemble de toutes les valeurs qu'il représente, ne 
doit pas être identifié sans restriction à une longueur arbitraire. 
Entre étendue d'argument et longueur il y a une différence qui 
forme une partie essentielle du concept d'argument. Cette 
différence apparaît lors du partage de l'étendue d'argument. 

Une valeur particulière Xi peut partager les valeurs d'ar- 
gument de l'intervalle (0,1) des trois manières suivantes : 

< X < x^ et œ^ < X <^i 
0< X <, œ^ et a>^ < X <i 

0<x < x^ el x^ < a? < 1 

Ainsi donc, étant données deux formules dont l'une soit 
variable dans la première partie de l'intervalle (0,1), l'autre 
dans la deuxième, elles ne sont complètes que si l'on indique 
en outre auquel des trois cas elles s'appliquent et, dans le 
troisième cas, ce qui arrive pour le point isolé Xi, 

Bien que ces trois cas du partage de l'argument s accordent 
avec la conception habituelle d'un terme d'une limitation en 
tant qu'elles reviennent à l'inclusif et à l'exclusif ordinaire, ils 
cachent cependant une dilïîculté spéciale, qui se réduit bien 
finalement à une question de définition, mais qu'il esl très 
utile d'avoir expressément aplanie. Cette difficulté prend nais- 
sance quand on considère ces trois modes de partage comme 
un procédé pour décomposer en parties l'étendue unité. Voici 
simplement ce qu'ils signifient : Des deux parties de l'étendue 
unité ou bien l'une ne possède pas de terme, du moins pas de 
terme représentable, palpable, ou bien, il en est de même de 
la deuxième partie, ou bien enfin aucune des deux n'a de terme, 
en ce sens que le point qui devait le former est retranché des 
deux parties. Gela ne répond pas à notre représentation habi- 
bituelle de parties dans laquelle les parties nous apparaissent 
de même nature que le tout, et n'en différent qu'en grandeur. 
Nous devons donc nous demander : Gomment n'imagine-t-on 
pas plutôt l'étendue unité partagée en étendues? 
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0^x^ûc^y a?, ^^^ 1» au lieu de prendre des étendues 

avec une limite non représentable? Il faut répondre h cela 
que ce fait se produit dans un partage réel. Si on imagine les 
quantités linéaires réellement décomposées, on donne nais- 
sance à des parties de même nature que le tout, comme c'est 
leur caractère, et ces parlies, au cas où l'étendue unité est 
l'objet partagé, seraient en effet délimitées d'après l'indication 
précédente. 

Notre procédé de partage donné précédemment ne s'appli- 
quait pas à la longueur en soi, mais à la longueur en lant 
qu'argument, à rétendue d'argument. Nous identifions bien 
une valeur d'argument isolée avec une longueur, mais une 
étendue d argument désigne une suite de valeurs ordonnées 
suivant leur grandeur, de telle façon qu'une quantité numéri- 
quement déterminée neptcisse se présenter qu'une fois, comme 
dans la série des nombres entiers chaque nombre ne se pré- 
sente qu'une fois. C'est cet élément essentiel du concept 
d'argument qui fournit avec nécessité ces partages sans terme 
représentable. Le sens net et clair est donc le suivant ; 

Le symbole 

0< x<_ a?, j j?j < X < 1 

désigne à gauche toutes longueurs plus petites que Xi, portées 
sur retendue unité à partir de zéro, et, en outi'c, la longueur 
a?i elle-même ; à droite, toutes les étendues supérieures fi a-i, 
portées à partir de zéro. Le symbole : 

0<C a? < 07, ) a?, ^x <^i 

désigne à gauche toutes les étendues plus petites que a?, ; à 
droite retendue Xi et les étendues supérieures. Enfin 

0<. X < a7j ? x^) x^ < 07 < 1 

désigne à gauche les étendues intérieures à x^ ; au milieu, .ri ; 
et à droite, les étendues supérieures à Xi . 

Le mode d'intuition empiriste, suivant lequel les longueurs 
sont formées de points, fournit une image claire de ces sortes 
d'extrémités des suites de valeurs d'argument. 

Si nous n'ajoutons aucune détermination particulière, on 
devra dans ce qui suit considérer une étendue ou un intervalle 
de l'argument comme impliquant les extrémités, et nous dési- 
gnerons en général par (a, b) 

a<^x < b 
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49. — La première et la plus générale distinction entre les 
systèmes de points. — La répartition des points dans un inter- 
valle — nous supposerons toujours l'intervalle (0, 1) — peut 
avant tout être de deux sortes : 

D'abord la détermination à laquelle est soumise une espèce 
de points peut être telle que toute portion de l'intervalle si 
petite qu'elle soit, contienne des points de cette espèce. Nous 
nommons une telle distribution de points pantaehique, de 
Tiavrayri^ Travrayou. Nous nommerons aussi pour abréger une 
distribution de points pantachiques — une pantachie . 

D'autre part la répétition des points peut être de telle 
nature que dans aucune portion de l'intervalle, si petite qu'elle 
soit, elle ne so'il pantachique . Cette distribution de points devra 
s* dippelev apantachtque ou une apantachie. 

Ce sont là deuxciasses générales de distributions de points 
dont nous allons nous occuper sur le champ. Observons pour- 
tant tout de suite qu'elles n'épuisent pas toutes les distributions 
de points possibles ; des répartitions de points peuvent n'être 
ni pantachiques ni apantachiques, et ne pas se laisser décom- 
poser en un nombre fini d'étendues patanchiqucs et apanta- 
chiques (voir plus loin la note, art. 51). 

Un exemple simple et particulièrement instructif de systè- 
mes de points pantachiques est donné par les déterminations 
de points dyadiques ou décadiques. Choisissons, pour que 
l'exemple soit plus intuitif, les points dyadiques, dont la défi- 
nition est : 

y ** l_ î? I I ^n 

oîi chacun des a peut être zéro ou un, et où n peut croître 
autant qu'on veut. Cette définition de Z est pantachique, 
parceque, étant donné un intervalle si petit qu'il soit n'importe 
oîi sur l'étendue unité, les a et les n peuvent toujours être 
déterminés de manière qu'un points tombe dans cet in torvalle. 
Si on tire ensuite de la définition dyadique la suivante : 

OÙ chacun des a peut-être zéro ou un, cette définition désigne 
alors l'ensemble de toutes les valeurs possibles entre zéro et 
un — puisque, (art. 46) — avec des suites de valeurs de la 

forme 9-,^^ -\-^ , . . . . on approche autant qu'on veut de toute 

valeur comprise entre zéro et un. Si on veut regarder cet 
ensemble de toutes les valeurs possibles comme un système 
de points sur l'étendue unité, il est alors naturellement pan- 
tachique xax' £$0/7)0. 
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Quant aux systèmes apantachiques, on en trouvera plus 
loin de nombreux exemples. Nous allons dès maintenant dis- 
cuter les deux espèces principales de systèmes, en commençant 
par les systèmes pantachiques. 

50. — Répartition dos systèmes de points pantachiques. — 

Les deux pantachies de l'article précédent qu'a fournies la 
définition dyadique établissent une distinction importante entre 
les systèmes de points pantachiques ou mieux entre les ensem- 
bles de valeurs pantachiques. 

Soit donnée une définition Z qui fournisse un nombre fini 
aussi grand qu^on veut de points et suposons que ces points, 
quand on en augmente le nombre en disposant convenable- 
ment des quantités arbitraires de la définition, finissent par se 
présenter dans tout intervalle si petit qu'il soit. Je nommerai 
ce système de points une pantachie illimitée. L'ensemble 
limite des pantachies illimitées — c'est-à-dire l'ensemble de 
tous les points possibles, je le nommerai pan^acAie complète. 

Entre ces deux classes extrêmes de systèmes pantachiques, 
il y a des pantachies sans nombre formant les classes inter- 
médiaires, et auxquelles nous donnerons un nom, — parce 
qu'elles interviennent dans la suite de la théorie. Je dési- 
gnerai d'un même nom toutes les pantachies qui ne sont pas 
illimitées, ce seront \qs pantachies infinies, ha. pantachie com- 
plète est également d'après cela une pantachie infinie. On 
en obtient encore, si on retranche de la pantachie complète les 
nombres rationnels, par exemple, ou les nombres dyadiques 
ou les nombres décadiques, ou n'importe quelles pantachies 
illimitées ou apantachies en nombre aussi grand qu'on voudra. 
De cette façon on obtient des pantachies qui ne sont pas sim- 
plement illimitées, parce que, comme on le verra à propos du 
concept de dénombrement, une pareille soustraction d'un 
nombre quelconque d'apantachies ou de pantachies illimitées 
ne réduira jamais la pantachie complète à l'état de panta- 
chie illimitée. Qu'il exisle encore des pantachies infinies d'une 
autre provenance, nous n'en savons rien jusqu'ici. L'expression: 
#: pantachie infinie w est empruntée à l'intuition idéaliste. 
L'Empiriste pourra la tolérer comme un simple mot. 

51. — Les systèmes de points apantacMques. — Passant aux 
systèmes apantachiques, puisons dans leur riche variétés les 
exemples les plus simples et les plus clairs. 

Nous placerons en tête le système de points isolés, que nous 
nommerons aussi pour abréger systèmes isolés, entendant par 
là un système de points en nombre fini aussi dense qu'on veut, 
mais déterminé, de sorte qu'on ne peut pas comme pour les 
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restants dépend de la longueur de l'étendue qui exclut le point 
zéro, (•) 

Il est clair qu'avec quelque imagination on peut trouver des 
combinaisons de ce genre en quantité. Je vais encore m'arrêter 
à Tune d'elles, parceque son principe de formation s'écarte 
du précédent et donne naissance à un système ne se laissant 
pas réduire à un système isolé par exclusion de points de 
convergence et possédant une propriété importante, qui m'a 
conduit à le construire. 

Dans l'étendue (0, 1) je barre une étendue quelconque (a, p) 
qui ne contient aucun des deux points 0, 1. De l'étendue ori- 
ginaire (0, 1) deux parties restent libres : (0, a) et (6, 1), Je 
procède avec celles-ci comme avec (0, 1) Je barre dans (0, a) 
une étendue (y, 5) plus petite que (0, oc) et qui laisse libre les 
extrémités 0, et a et, sous les mêmes conditions, je barre 
dans (P, 1) l'étendue (e, C). De l'étendue primitive il reste alors 
de libres les étendues : (0, y)» (S, *)» (P, s)» (C. 1). Dans ces 4 
étendues j'en barre 4 plus petites, et ainsi de suite indéfini- 
ment. Les extrémités des étendues successivement barrées 
forment le système de points que j'ai en vue, et les étendues 
forment un système d'étendues différent de celui qui a été 
décrit plus haut. 

Ce système a une propriété importante : Les étendues 
libres de points peuvent donner une £omrne_ égale à l'unité ou 
moindre que l'unité. En effet, âp -f- (yB -f- sj) -|- peuvent 

avoir la limite 1, si, par exemple, ap =z -, yS = eC = ^c, etc. 

Dans d'autres cas, la limite est < 1. Il en résulte que, si on 
décrit de petites étendues autour des extrémités des étendues 
successives ap. y5 et eî, etc., qui contiennent l'ensemble des 
points du système et forment une somme aussi petite qu'on 
veut, quandf cette somme diminue la différence entre elle et 
l'étendue unité n'a pas nécessairement 1 pour limite, maïs au 
contraire peut avoir pour limite une valeur quelconque < 1. 

Et cette circonstance est intéressante dans la théorie de 
l'intégrale. 

En effet, en dehors des apantachies mentionnées, qui sont 
toutes des constructions servant à l'examen ou h la générali- 
sation de théorèmes, ou bien construites pour elles-mêmes, 
l'analyse fournit directement des systèmes de points , qui 



(*•) Par la répartition des étendues nous pouvons mêler les systèmes 
de points de la manière la plus variée ; par exemple, pantachies avec 
apantachies en tant que les premières sont portées sur des étendues à 
des points de convergence. 
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conduisent à de certains résultats ; tel est particulièrement, 
celui que je nomme système de points intégrable. Ce système 
prend naissance, comme on va le voir, dans le concept dé l'inté- 
grale. Si une fonction subit des variations brusques qui tom- 
bent sur des pantachies de son argument, elle a une intégrale 
déterminée lorsque tous les sauts de ce genre, qm dépassent 
une quantité supposée aussi petite qu'on veut, forment un 
système intégrable. J'entrerai plus avant dans ces questions h 
propos de ma théorie de Tintégrabilité. La condition d'inté- 
grabilité d'un système JV s'énonce ainsi : Partageons l'intervalle 
(0,l)en les étendues Ai + ^Li +...+ A„. Achaque étendue Isauf 
une n'appartient qu'une de ses extrémités, une seule renferme 
deux extrémités. Désignons par A'i. A^. . . . A'^ celles des 
étendues A qui contiennent les points de N et posons 
A'i + ^'2 + . . . • + ^'m = D. Diminuons les étendues A de 
telle manière que la plus grande d'entre elles n'ait pas de 
limite inférieure. Si alors une limite supérieure peut, être 
assignée à cette étendue maximum, assez petite pour que D 
garde une limite supérieure fixée d'avance aussi petite qu'on 
veut, le système est intégrable. De cette définition résulte 
sans démonstration une proposition qui la complète, à savoir: 
Si le système iVest intégrable pour une hypothèse particulière 
quelconque, compatible avec nos conditions, faite sur les A, il 
l'est pour toute autre hypothèse sur les A également compa- 
tible avec nos conditions. 

Des indications que j'ai données dans mes descriptions 
précédentes de systèmes apantachiques relativement à la somme 
des étendues qui éliminent certains de leurs points, résulte que 
ce sont ordinairement des systèmes inlégratles. Quand on 
étudie les systèmes à points de convergence d'ordre fmi ou 
indéfiniment élevé, et qu'on les reconnaît tous intégrables, on 
peut soupçonner l'équivalence des deux concepts de système 
apantachique et de système intégrable, car les systèmes panla- 
chiques sont toujours non intégrables. Le dernier système 
apantachique que j'ai décrit nous apprend maintenant que 
l'apantachie est le concept le plus vaste, car le système n'est 
intégrable que si a p -j- (ï ^ + ^ C) + . . . =: 1, et il n'est panta- 
chique dans aucun intervalle si petit qu'il soit. 11 est encore à 
remarquer que le système ne possède pas de points isolés. 

52. — Des propriétés générales des ensembles illimités. Le 
concept de dénombrement. - La théorie de l'argument a surtout 
pour objet des ensembles illimités de valeurs d'argument 
particulières, comme les nombres rationnels. Il paraît donc 
utile d'introduire dans cette multiplicité avec M. Ganlor 
quelques concepts ordonnateurs, et permettant de mesurer 
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pour ainsi dire, des ensembles illimités, en les comparant à un 
ensemble particulier. J'ai en vue le concopt du dénombrement 
d'un ensemble et celui de la puissance relative de deux 
ensembles. 

Le concept de dénombrement d'une quantité illimitée d'ob- 
jets est une extension de la méthode de numération. Le 
dénombrement d'une quantité finie d'objets consiste dans ce 
principe qu'on les range en une série en les faisant correspondre 
respectivement aux nombres 1, 2, 3, ... delà suite illimitée des 
nombres. Le nombre qui correspond au dernier objet de la 
suite est le nombre des objets. Etant donné une quantité 
illimitée d'objets ou d'éléments, si on les fait correspondre aux 
nombres 1, 2, 3... de telle façon qu'on ne puisse assigner 
parmi eux aucun élément qui ne corresponde à un nombre de 
la suite 1, 2, 3..., cette quantité d'éléments est dite dénombrable 
bien qu'elle soit illimitée et ne soit représentée par aucun 
nombre. 

Naturellement toute série simplement illimitée de quantités 
«1 , ^ > «3 ,.•• est dans ce sens dénombrable. Mais encore 
une suite double : 

l'est également. On prend tout d'abord les éléments dans 
lesquels m < 10, n _< 10, et on les fait correspondre à la suite 
des nombres entiers de 1 à 100. Puis on prend les éléments 
où m <_ 100, n < 100, on laisse de côté ceux qui ont déjà été 
pris, et on fait correspondre les autres à la suite des nombres 
de 101 à 10,000 etc. De môme en général toute suite complexe : 

a m« zn 1, 2, 3,. . . 

rrii 77ii . , . 7n„ , 

est dénombrable. On commence par ordonner les lO"" éléments 
où les m,, < 10, puis les lOO*" — 10'' éléments où les 7?i^ ne 
dépassent pas 100, sans répéter les premiers, etc. 

Ces exemples expliquent le concept de dénombrement dans 
le sens général — Il ne s'agit ici que de coordination, car les 
éléments del'ensomblepeuventavoirune signification arbitraire. 
Nous appliquerons encore le concept à une forme très générale 
de détermination d'analyse arithmétique, puis aux apantachies 
de l'article 51. 

Qu'on imagine la détermination de nombres que voici : 

Z = cp (mo, mi, ... m„, n) 

ou chacun des nip de même que n peuvent être pris arbitrai- 
rement dans une suite limitée ou illimitée de nombres entiers, 
et où çp, pour des valeurs données aux m et aux n peut repré- 
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sealer non seulement un nombre, mais, par exemple, une 
quantité de nombres dépendaut de n. Go symbole désigne 
bien des espèces de nombres. îl implique la suite de quantités 
complexes déjà considérée : 

Z zn a , m,, == 1, 2, 3, . . . 

Mi nii m„ 
Puis il comprend les pantachics de tous les nombres ration- 
nels : 

y _ ^?^1 



Z z=Lmo + 



1 



^1 4-:^ 



m 2 4"- 



où les nombres arabiques : 
Z = mo +^ + ^^+ ... +|;î,m, = 0, 1,2, . . 3-1, 

Ilcomprend en outre principalement la pantachie de tous les 
onmbres algébriques, quand Z représente les racines réelles 
de l'équation. 

zz m„ + m^.i z + ^,,-2 2- -f- . • • + ^'^o -" 
et d*innombrables autres espèces de nombres. 

Toutes ces espèces de nombres sont dénombrables. Qu'on 
range d'abord en une série tous les nombres 

^ =z cp [yyIo, nii, m-i. rria, n) 
dans lesquels la valeur positive d'aucun des nombres mo^rtii, 
. . . mnjin, ne dépasse pas 10, puis, en exceptant ceux-ci, tous 
les nombres pour lesquels les modules de rrin, inx^ m,», n, ne 
sont pas plus grands que 100, etc. On obtient ainsi une suite 
dans laquelle chaque nombre particulier de la forme Z n'inter- 
vient qu'une ibis. 

Evidemment tout ensemble illimité de points est clénombra- 
ble, si dans son accroissement il reste toujours fini. Nous 
avons deux images sous les yeux: la formule qui permet 
d'augmenter indéfiniment le nombre des points et l'ensemble 
des points lui-même parvenu à un étal quelconque , mais tou- 
jours déterminé. A cet état , nous rangeons les points isolés 
en une suite quelconque elles faisons correspondre à la série 
1, 2, 3... N. Maintenant, imaginons l'ensemble de points aug- 
menté autant qu'on veut d'après sa formule. Faisons corres- 
pondre les nouveaux points à la suite iV-f- 1,... TVi. etc. 

Un ensemble de points croissant de cette façon est donc 
sans doute dénombrable. Envisageons à cet égard les apan- 
tachies de l'article 51. Elles peuvent n'être dénombrables que 
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silaur accroisseraent flni n'est pas interrompu par la formation 
de limites de suites de points. Qu'il s'agisse, par exemple, d'un 
point de converf/ence de deuxième ordre, c'est-à-dire d'un point 
p, dont s'approchent indéfiniment des points p\ lesquels eux- 
mêmes sont des points de convergence — mais de points isolés 
p'\ On pourrait au peint de vue idéaliste concevoir ainsi ces 
ensembles: On commencerait par faire entrer la suite complète 
des p\ qui converge vers un point p' — et on la répéterait suc- 
cessivement dans la suite complète des /?'; des suites infinies 
seraient ajoutées It^.s unes aux autres, et l'ensemble ainsi formé 
ne pourrait évidemment pas être disposé en série. 

Toutefois cette conception d'ensemble de points n'est ad- 
missible que pour l'Idéaliste. Veut-on laisser de côté leslimites 
de l'Idéaliste, la suite de points illimitée qui entoure le point 
de convergence de deuxième ordre peut-être définie de diffé- 
rentes manières. L'ensemble />" qui est entre deux points p* a 
une grandeur illimitée, et de même l'ensemble p' qui converge 
vers p. On a ainsi dans les intervalles des points 2)' un nombre 
fini m de points p' et m nombres finis n de points p*\ et on fait 
croître m e{ n indéfiniment. Ceci peut naturellement se pro- 
duire de plusieurs manières. Les nombres m et n peuvent 
croître, par exemple, alternativement ou simultanément. Mais 
toujours cet accroissement pourra être dirigé de telle manière 
que de l'ensemble de points, considéré géométriquement, 
aucun ne soit oublié, mais qu'au contraire la suite de points 
croissant avec m et n finisse par contenir chacun des points 
du système de points de convergence du deuxième ordre, et 
ce système devient alors dénombrable. 

C'est ainsi que sont construits tous les ensembles à défi- 
nition géométrique de l'article précédent. Il est inutile de le 
montrer ici ; bien plus la possibilité pour eux d'être dénom- 
brés est évidemment liée à leur origine géométrique, puisque 
la suite croissante n'est jamais interrompue par un passage à 
la limite. Si on se demande quelle est, pour Tldéaliste, la 
limite de ces apantachies, on trouve une analogie remarquable 
avec le « continuum des nombres » expression de M. Gantor) ou 
lapantachie complète considérée comme limite des pantachies 
illimitées. Car de même que le continuum des nombres renfer- 
me toujours des valeurs pantachiques qui ne se trouvent pas 
(voir l'article suivant) dans les pantachies illimitées, dont il est 
conçu comme la limite dans un cas donné — et cela parceque 
les pantachies illimitées sont dénombrables — de même les 
limites idéalistes de quelques apantachies géométrique? de 
l'article précédent renferment des points qui n'appartiennent 
pas à l'apantachie illimitée. Par exemple, l'ensemble de points 
qui se resserre près d'un point de convergence de premier 
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ordre ne renferme pas ce point. L'ensemble caractérisé par 
un point de convergence de deuxième ordre ne contient ni les 
points p' ni le point |}. 

D'ailleurs, cette circonstance n*a pas d'influence sur la possi- 
bilité du. dénombrement. Car on n'a pas besoin d'ajouter ces 
points limites à l'apantachie illimitée. Si pourtant on le fait, 
comme ils sont eux-mêmes dénombrables, il est facile de les faire 
entrer dans l'apantachie de telle manière qu'elle reste dénom- 
brables. 

53. — De la puissance relative des ensembles. —Le concept 
de puissance relative des ensembles est étroitement lié à celui 
du dénombrement. 

Définition, — Si deux ensembles finis ou non finis Met iV 
peuvent sans ambiguiié et complètement se correspondre l'un 
K l'autre, élément à élément, ils ont une puissance égale. 

Par portion d'un ensemble M, on devra comprendre tout 
autre ensemble M' dont les éléments sont aussi des éléments 
de M, Si deux ensembles.!/ et TV ne sont pas d'égale puissance, 
ou bien M et une portion de N, ou bien N et une portion de M 
auront même puissance. Dans le premier cas, nous dirons 
que la puissance de M est plus petite, dans le second cas, 
plus grande que celle de iV(^*). 

La puissance plus grande ou plus petite peut encore se 
définir ainsi : La correspondance de M à iV élément à élément 
est-elle impossible, et quand on fait correspondre n'importe 
comment les éléments de Ma ceux de iVreste-t-il, par exemple, 
dans l'ensemble N, des éléments tels qu'il n'y correspond 
aucun élément de M, la puissance deMest alors dite plus petite 
que celle de N, D'après cela deux ensembles finis ne sont 
d'égale puissance que si le nombre des points est le même. 
Des ensembles finis sont de puissance moindre que des 
ensembles dénombrables infinis. Des ensembles dénombrables 
infinis sont entre eux d'égale puissance. 

La plus importante proposition sur ce sujet s'énonce ainsi : 
Des ensembles dénombrables sont toujours de puissance moin- 
dre que le Continuum des nombres ou lapantachie complète, (**) 
Je veux donner à cette proposition, en vue de questions à 
étudier plus tard, le sens suivant : 



(•) Borch-Journ, tome 84, p. 242 G. Cantor, et Acta Mathematica 
tome 2, Une contiibution à la théorie des ensembles. 

(••) G. Cantor sur une propriété de Tensemble de toutes les valeurs 
algébriques réelles — Borcn. Journ. tome 77, page 260 — et sur les 
ensembles infinis linéaii*es — Leipz. Ann. 15, p. 5 — Voir également 
Acta Mathematica, tom. 2. 
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L'ensemble de toutes les valeurs possibles ne peut se mettre 
sous la forme d'une série simple ; mais toute série ée valeurs 
détermine elle-même dans tout intervalley quel qu'il soit {a, b ) 
des valeurs qui ne lui appartiennent pas. M. Caalor montre cela 
(le la manière suivante : Supposons la suite de quantités 
dénombrables ordonnée en une série wi ,u)2 ... et considérons 
une étendue d'argument ( a, b ). Soient maintenant ai et bi , 
où ai < ^1 , les premières quantités de la suite des w qui 
tombent à tmtérieur de l'intervalle (a, b). Envisageons à 
présent l'intervalle (ai b^ ), et désignons par (a^ , A^ ),ai <b^ 
bi , les deux premiers nombres de la suite des w, qui tombent 
dans l'intervalle [a^ bi ) etc. On donne ainsi naissance à deux 
séries fournies par la suite des to : «i ai ,....et^i 62 ... 

On a flf < «2 < ... et ^1 > ^2 > ... 

Des intervalles (a, b), (ai bi ) ..., chacun renferme tous 
ceux qui suivent. 

La série des intervalles (a, b)^ {ai ,bi )... ou bien finit par 
s'arrêter, ou bien est illimitée. Dans le premier cas qui se pré- 
sente en général dans les systèmes de points apantachiques 
une seule valeur w peut encore tomber dans le dernier inter- 
valle, et toutes les autres valeurs de ce dernier intervalle sont 
étrangères à la série w, d'après le choix qui a été prescrit des 
groupes de valeurs successives a^, , bj,. Si la série des inter- 
valles n'est pas limité?, les séries ^i, «2. ... et 61. Ô2. ... sont 
illimitées, et les a^, aussi bien que les bj, possèdent des 
valeurs limites a» et^oo,... puisque ce sont des séries de 
quantités seulement croissantes ou seulement décroissantes et 
ne dépassant pas des limites déterminées, puisque les a res- 
tent inférieurs aux b, et les b^, supérieurs aux a. 11 peut main- 
tenant arriver d'abord que ooo < boo , alors aucune valeur de 
l'intervalle (a^o , bx) n'appartient à la série des oj. On peut en 
second lieu avoir a 00 =:: b 00, comme cela a lieu dans toutes 
les pantachies. Alors cette limite commune a 00 = b 00 , qui 
n'est jamais atteinte, n'appartient également pas à la série 
des 03. 

Après avoir étudié la puissance des ensembles dénombra- 
bles par rapport à la pantachie complète et avoir établi que la 
première est plus petite, il nous reste parmi les ensembles 
mentionnés à considérer les pantachies infinies. 

J'ai déjà remarqué que jusqu'ici les pantachies infinies que 
nous connaissons, — à l'exception de la pantachie complète, 
tirent leur origine de celle-ci par élimination de pantachies 
illimitées ou d'apantachies, dans tous les cas d'ensembles dé- 
nombrables. Des ensembles dénombrables en aussi grand 
nombre qu'on voudra forment par leur réunion un ensemble 
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«également dénombrable ; si donc, on supprime de la panta- 
chie complète des ensembles dénombrables le reste ne peut 
ôtre dénombrable, sans quoi la pantachie complète devait être 
tout d'abord dénombrable. Les pantachies mfînies formées 
par une semblable élimination ne sont donc pas dénombra- 
bles. 

Mais il y a plus encore : M. Cantop démontre qu'elles ont 
la môme puissance que le conLinuum des nombres (*). Nous 
avons donc en réalité jusqu'ici deux ensembles h l'un des- 
quels tout ensemble de nous connu est égal en puissance : 
la série des nombres entiers positifs et le « conliuum des 
nombres, » M. Gantor estime comme très vraisemblable qu'il 
n'y a en général que deux puissances. Les considérations des 
articles suivants contiennent maints indices, difficiles à expli- 
quer avec rigueur, de ce fait que daas les ensembles de quan- 
tités linéaires, mais seulement dans celles-là, les choses se 
passent ainsi. La conclusion suivant laquelle la puissance de 
la pantachie complète n'est pas diminuée par la suppression 
d'une suite dénombrable est applicable à toute pantachie supé- 
rieure à la suite dénombrable. Il faudrait donc encore montrer 
que si une pantachie n'est pas amoindrie par la suppression en 
question, elle a même puissance que la pantachie tiomplète. 

Nous avons exposé cette théorie suivant le mode de raison- 
nement habituel aux mathématiques, sans la critique des 
intuitions fondamentales ; cependant, il intervient souvent dans 
ces notions des limites nouvelles de nature spéciale ; par 
exemple, les limites de suites de points qui se resserrent non 
seulement comme auparavant près d'un seul point, mais encore 
dans toutes leurs étendues, de sorte qu'il importe de nouveau 
d'envisager séparément l'intuition idéaliste et l'intuition 
empiriste. 

54. — GritiQue de la Théorie de rArgument par ridéaliste et 
rEmplriste. — Le concept empiriste des ensembles ou suites de 
points de grandeur illimitée et le concept d'ensembles dénom- 
brables sont évidemment absolument identiques. 

Que tout ensemble qui s'accroît suivant un<i règle quelconque 
mais qui est envisagé comme fini à tout instant de son dévelop- 
pement est dénombrable, c'est ce que nous avons montré, plus 
haut. Mais en outre que toute suite dénombrable, si elle 
n'est pas une suite finie déterminée, forme un ensemble de 



(•) Cela résulte directement de la démonstration 556. Borch Journ 
Tome 84 p. 254. 
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grandeur illimitée, cela va de soi. Car,si on le fait correspondre 
à la série des nombres entiers, c'est, sous cette torme, un 
ensemble illimité. Avec une autre disposition il peut n'être 
considéré comme dénombrable qu'entant que cette disposition 
peut fournir, sans perte d'éléments, une série ordonnée suivant 
des indices entiers. 

Les ensembles dénombrables et, en particulier, les panta- 
chies illimitées sont au sens empiriste des représentations et 
appartiennent à bon droit à la mathématique empiriste. Il 
s'agit de savoir jusqu'où nous parvenons ainsi avec l'Empiriste, 
quand ne renonçant jamais à l'acte de la représention, nous 
cherchons à approcher le plus que nous pouvons de la limite 
de ces représentations. 

Dans la voie tracée par cette question ia pantachie complète, 
comme limite d'une pantaehie illimitée, sera l'objet propre de 
notre étude. Considérons cependant tout d'abord un cas plus 
simple de formation de limite ; par exemple, une apantachie 
caractérisée par un point de convergence de premier ordre. 

Qu'il s'agisse simplement de la suite de points 

i--^ I où^'-i- ^ L 

4' 8' 16' ' 2« 2 "" â" 

et supposons que le point -^ n'appartienne pas à cet ensemble. 

On pourra concevoir cette détermination de points aussi bien 
à la manière idéaliste qu'empiriste. Pour l'Idéaliste elle 
comprend à la fois tous les points qu'elle définit ; les distances 
des points finissent par devenir infiniment petites. L'Empiriste 
s'imagine les points existant seulement jusqu'à un n^^^^, et il 
prend le nombre n aussi grand qu'il veut suivant son besoin. 
Or il importe de rechercher si l'ensemble idéaliste est une 
limite réelle de l'ensemble empiriste, c'est-à-dire si l'ensemble 
empiriste tend vers l'idéaliste de façon à s'approprier fînale- 
meat tout point qui lui appartient; c'est précisément ici le cas, 

puisque nous avons exclu le point -^ de l'ensemble. Nous 

pouvons appliqueras mêmes considérations à toutes les apan- 
tachies de l'art 51. Toutes, à l'exception du système de points 
isolés, apparaissent, quand on les examine de près, comme des 
ensembles illimités dans le sens erapiriste, ayant une limite 
idéale réellement existante lorsque d'ailleurs (art. 52.) les 
points de convergence eux-mêmes ou bien sont exclus de 
l'ensemble, ou bien sont comptés d'une manière spéciale. 

Ces suites de points permettent ainsi une exposition neutre ; 
on n'a pas besoin de prendre parti pour la conception idéaliste 
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ou empiristo. Les raisonnements que Ton applique à de pareils 
ensembles restent indépendants de l'opposition des deux 
modes d'intuition. Les choses se passent ici comme en géomé- 
trie où il importe peu aux résultats dos recherches que Ton 
prenne pour fondement Texact idéal ou Texact illimité, qu'on 
regarde la ligne droite comme infiniment mince ou comme 
engendrée de la façon déjà décrite (art. 34). Du moins jusqu'à 
maintenant il ne s'est pas présenté une obscurité ou un 
paradoxe qui pût se ramener à l'opposition des deux modes 
d'intuition. 

Après avoir établi que les apantachies illimitées ont des 
limites idéalistes, nous allons soumettre à un examen sembla- 
ble la limite des paniachias illimitées, c'est-à-dire voir com- 
ment ridéaliste et l'Empiriste doivent saisir la pantachie 
complote. 

Nous pouvons de nouveau donner pour fondement à la pan- 
tachie complète le symbole analytique 

ir=/m(^+^+...+^), a, = ou 1 

Il désigne Tensemblc de toutes les quantités correspondant 
à des valeurs ou 1 données aux a d'une manière quelconque, 
qui sont définies par la série finie ou sans fm. 

2 4 ' * • • • 

Laissons de côté les suites éternellement sans loi comme 
une fiction de l'Idéaliste déjà suffisamment considérée. Alors 
au point de vue analytique la pantachie complète doit être 
envisagée comme l'ensemble de toutes les lois de succession 
possible des symboles 0, 1, mis à la place des a dans la suite 
»i , «2 , «3 ,. . . . L'Idéaliste admettra cet ensemble comme 
existant réellement, toute loi encore imaginable existant de 
toute éternité, indépendante d'êtres pensants. L'Empiriste y 
voit des lois déjà connues, et un cadre pour toutes celles qui 
sont encore à trouver. Cependant, reportons-nous à l'image 
géométrique de la pantachie, où à chacune des suites parti- 
culières des «1 , a2 . . . . correspond un point particulier. 

L'Idéaliste arrive ainsi au but tout naturellement. Il range 
toutes les valeurs Z comme points idéaux sur la ligne droite 
idéale, et entre les poirUsisolés se trouve les étendues infini- 
ment petites de tous ordres. 

Il renonce à se faire une image de cette suite de points ; il 
ne cherchera donc pas à s'en représenter le mode de formation. 
La pantachie complète est pour lui la limite réellement exis- 

11 
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lante de la pantachie illimitée, dans ce sens que les valeurs 
particulières en nombre inQni de cette limite existent en 
même temps, absolument comme un nombre fini de quantités. 

IJ attribue donc au concept « lim l-^ + -j- +••••"!" <^r) 

pour toutes les combinaisons des a », la même raison d'être qu'à 
la limite de la fraction décimale sans fin. Il le range parmi les 
êtres existants auxquels la logique lui ordonne de croire. 

La pensée ne suit pas ici un processus logique nouveau. 
S'étant posé (art. 22) cette question fondamentale « combien 
existe-t-il d'étendues moindres qu'une étendue donnée, et 
combien y en a t-il de possibles, c'est-à-dire ne devant qu'au 
hasard de ne pas exister ?» — il a répondu que le nombre en 
est infini ; eh bien il a ainsi saisi et exprimé exactement le sens 
indiqué ci-dessus de la panlachie complète. Les étendues par- 
tielles plus petites sont équivalentes h toutes les valeurs d'ar- 
gument possibles, et, par conséquent, l'image que l'Idéaliste se 
fait ici de l'argument ne s'éloigne en aucun trait de la première, 
née d'une autre suite d'idées. 

Voyons maintenant comment l'Empiriste doit se représen- 
ter les choses. Avant tout, il doit rejeter la pantachie complète 
comme l'ensemble de toutes les quantités possibles existant à 
la fois. Car cet ensemble ne peut être fini, et il ne peut être 
non plus seulement d'une grandeur illimitée, puisqu'il contient 
déjà toutes les valeurs particulières possibles ; il est donc infini, 
et, par suite, non représentable, sans existence pour l'Empi- 
riste. Il pourrait donc n'être qu'une limite non représentabte, 
mais de quoi ? 

L'Empiriste se représente sur l'étendue unité des points 
sans nombre, il les multiplie par la pensée autant qu'il veut et 
en resserre l'ensemble de plus en plus. Il peut s'arrêter quel- 
que temps à cette représentation, ou se composer tout de suite 
son étendue d'argument eorame suite de points qu'il imagine 
ici plus fins, là plus grossiers. — il ne pourra jamais, en affinant 
sa représentation, changer l'essence de cette image. L'ensem- 
ble de points quoique aussi dense qu'on voudra reste un ensem- 
ble fini. L'Empiriste ne peut se représenter autre chose. Or, 
jusque là,il n'y a rien de surprenant dans l'apparition des deux 
modes d'intuition. 

Il semble plutôt que nous ne fassions que répéter la distinc- 
tion première entre la limite et le premier degré vers la limite, 
entre l'exact à volonté et l'exact idéal, distinctions que nous 
venons d'établir plushautdans les apantachies il limitées. Mais, 
si on y regarde de plus près, on voit qu'il y a du nouveau. 
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L*EmpirisLe ne peut imaginer la pantachie complète quodansle 
devenir, c'est-à-dire que comme ensemble de points qui aug- 
mente et s'approche indéflniment de la pantachie complète, et 
alorâ il se demande si et comment on peut imaginer une stcite 
de points croissante, dont la limite est la pantachie complète, 
c'est-à-dire une pantachie qui en croissant finit par renfermer 
toute valeur. — Voici la réponse : 

// n^y apa% d'ensemble de points croissant oh par exemple 
dans une suite finie initiale viennent peu à peu s'introduire de 
nouveaux points en vertu d^ine règle quelle qu'elle soit, et qui 
s*approche de la pantachie complète de mayiière que toute valeur 
particulière finisse par s'y montrer, 

La preuve en est déjà faite. L'ensemble toujours fini qui 
croît est dénombrable;maisil fournit donc dans tout intervalle, 
si petit qu'il soit, des valeurs qui ne lui appartiennent pas. 
(A.rt. 53). Ces valeurs formant une pantachie sont donc étran- 
gères àTimage empirisle d'un ensemble quelconque de points 
recouvrant l'argument. 

Aussi ces nouvelles valeurs ne sont pas non plus de même 
nature que les points de convergence de certaines apantachies 
dont il a été question plus haut, qui n'appartenaient pas non 
plus d'eux-mêmes à 1 image empiriste, mais qui pouvaient 
y être introduits. Elles forment bien plutôt la grande majorité, 
puisque, comme on l'a vu, la pantachie complète par l'exclu- 
sion d'ensembles dénombrables n'est pas plus pauvre en va- 
leurs isolées. 

Il résulte de là que : 

La pantachie complète de ridéaliste ou le conlinuum des 
nombres n'est une limite réelle d'aucune suite empirisle do 
représentations. 

Pour l'Empiiiste le continuum des nombres n'existe donc 
pas, ni comme limite, ni comme terme final d'une approxima- 
tion ; il n'existe absolument pas pour lui. Ceci est vrai non 
seulement pour l'état actuel de la science, mais pour toujours. 

A l'argument l'Empiriste joint donc la représentation sui- 
vante: 

L — Sur rétendue unité, à chaque valeur particulière 

correspond un point qu'on imaginera avec une exactitude aussi 
grande qu'on voudra. 

IL — Il n'existe pas de suite de points variable qui, en 
8*augmentant, s^approcherait indéfiniment de la suite de tous 
les points possibles, A la pantachie complète l'Empiriste joint 
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seulement la représentation que sa fantaisie, quand elle veut 
imaginer l'étendue d'argument couverte de points formant 
une suite de plus en plus dense, ne rencontre pas de limite, 

55. — Remarqnes dernières sur l'argament de ridéallste et 
de TEmpiriste, et snr la déteFmination dn mode d'exposition 
neutre. — Si l'opposition établie dans Tarticle précédent entre 
les conceptions idéaliste et empiriste de l'argument exerçait 
une influence sur les méthodes et sur les résultats de Tanalyse, 
il ne resterait plus alors qu'à opter pour Tune des deux et qu'à 
établir suivant ce choix les fondements de son analyse. Mais, 
par bonheur,il n'en est pas ainsi. Nulle part, excepté naturelle- 
ment dans la théorie des pantachies idéalistes elles-mêmes, 
l'analyse ne suppose plus que l'Empiriste ne donne comme 
rcprésentable. Les systèmes de points qui sont utilisés sont 
des apanlachies ou des pantachies illimitées. Si, par exemple, 
il s'agit d'une fonction, qui est un pour les valeurs rationnelles, 
zéro pour les valeurs irrationnelles de l'argument, les valeurs 
rationnelles forment alors une pantachie illimitée et parmi les 
irrationnelles on peut également imaginer des mullitudes in- 
nombrables de pantachies illimitées. Car personne ne peut 
attacher à une telle fonction aucune autre représentation. 
Quand on dit ensuite: un point supposé mobile parcourt toutes 
les valeurs entre les points a et b, cette façon de parler est en- 
core admissible au sens empiriste, si elle ne dit pas autre 
chose que ceci : sur l'étendue (a, b) on ne peut imaginer aucun 
point aveclequel le point mobile, c'est-à -dire le point laissé 
indéterminé, ne puisse coïncider, et, en analyse, cela suffît dans 
tous les cas. A ces deux représentations peuvent se ramener 
toujours les phénomènes analytiques. 

Ici, l'Idéaliste pourrait d'ailleurs avoir envie de recommencer 
la lutte avec l'Empiriste. Il pourrait lui objecter que par son 
renoncement à ce qui n'est pas rcprésentable il ne laisse aux 
combinaisons de la pensée qu'un domaine mesquin et même 
insuffisant. Gomment voudrait-il sufQre à la mécanique, par 
exemple, la trajectoire fixe devant contenir à la fois tous les 
points que parcourt le mobile, le concept de trajectoire devant 
donc contenir le continuum des nombres de l'idéalisle ? — A 
quoi l'Empiriste pourrait répliquer ainsi : Il ne conteste pas 
que sa critique des premières hypothèses n'ait pour consé- 
quence une limitation très marquée du domaine de la pensée, 
il ne nie nulle part l'existence du non représentable. Mais tout 
simplement ce n'est pas pour lui un objet de spéculation ma- 
thématique. Il est certain que la continuité est quelque chose 
existant quelque part et plein de mystère . Un point mobile 
sur une trajectoire déterminée se trouve à chaque instant à 
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un endroit de la trajectoire ; ïl désigne dans chacune de ses 
positions une valeur d'argument déterminée, et il passe au 
moins une fois par toute valeur d*argument comprise entre les 
extrémités du chemin qu'il parcourt. C'est tout ce qu'on peut 
dire, et cela sufBt en mécanique. La continuité n'étant pas 
compréhensible,la mécanique analytique décompose en réalité 
la trajectoire en éléments, c'est-à-dire qu'en vue du calcul elle 
lu recouvre d'une pantachie illimitée de points. Qu'on imagine 
ensuite le point mobile parcourant successivement les éten- 
dues qui séparent deux points consécutifs de la panlachic, et 
qu'on multiplie celles-ci indéfiniment,jamais il n'en sortira une 
pantachie complète. Qu'on passe enfin aux limites, ce qui fait 
apparaître les quotients difrérentiels,dans l'intégration qui. sui- 
vra, s'il s'agit réellement d'une intégration, et non pas de l'éta- 
blissement d'une fonction primitive, une pantachie illimitée de 
valeurs d'argument sera de nouveau prisepourfondement.etla 
valeur limite de la somme,que nous nommons intégrale, n'aura 
absolument rien affaire avec la pantachie complète ; elle est, 
elle, une limite réelle. La pantachie complète ne joue de rôle 
que dans sa propre théorie,. . . Voilà ce que dirait l'Empiriste. 

Comment du point de vue neutre envisagerons-nous la 
pantachie complète, l'ensemble des quantités mathématiques 
linéaires ? 

Elle est certainement, de quelque manière qu'onla considère, 
quelque chose d'essentiellement distinct d'un ensemble de 
points illimité, c'est-à-dire d'un ensemble de valeurs isolées 
se resserrant aussi rapidement qu'on veut. 

L'expression \ Z zz ^ + -^ + . . . a., =: o, ou 1, 

contient, si les a ne sont pas tous nuls à partir d'un certain 
rang, l'ensemble des lois, suivant lesquelles une suite illimitée 
des a peut être déterminée. Mais l'ensemble de pareilles lois 
et celui des fonctions d'une variable apparaissent, quand on 
approfondit ces questions abstraites, comme des concepis 
d'égal contour. Et on ne peut se faire absolument aucune 
représentation de l'ensemble de toutes les fonctions possibles. 
Nous n'apporterons pas de restriction à cette nature si vaste 
delà pantachie complète, etla question sera de savoir comment 
nous devrons comprendre l'argument, pour ne tomber sous la 
critique ni de l'Idéaliste, ni de l'Empiriste. 

Si le continuum des nombres était une limite de représen- 
tations réelles, comme un triangle idéal est la limite de repré- 
sentations que l'Empiriste rend aussi exactes qu'il veut, on 
pourrait laisser de côté ces difTérences dans l'exposé neutre de 
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l'analyse, sauf à s'en souvenir, comme on le fait à propos des 
expressions quantité, valeur, longueur, etc. (art, 41), quand on 
parlerait du conlinuum des nombres. L'un y verrait la limite 
idéale, l'autre un degré vers la limite. Seulement le fait que le 
conlinuum des nombres n'est pas une limite réelle ne laisse à 
l'exposé neutre d'autre choix que d'y renoncer et de se rattacher 
à la conceplion empiriste. L'Idéaliste ne peut alors nous 
adresser, comme il a déjà fait à l'Empiriste, que le reproche 
de limiter inutilement à ses yeux le champ de la science. Main- 
tenant, quoique nous donnions à la suite de notre exposé la 
conception empiriste pour fondement, remarquons bien que 
nous n'avons pas choisi entre les deux modes de conception et 
que nous ne nous sommes décidément pas arrêté à la concep- 
tion empiriste. Il s'agit ici seulement d*un mode d'exposition 
qui ne choque la manière de voir ni de l'Idéaliste ni de l'Em- 
piriste. 

Gomme la pantachie complète, les pantachies infinies sont 
aussi de nature idéaliste et le concept de la correspondance 
élément à élément ne l'est pas moins en tant qu'il se rapporte 
à de pareils ensembles. C'est un transfert idéal de la coordi- 
nation, susceptible de dénombrement et de représentation, à 
l'ensemble de toutes les valeurs possibles. Sans doute, les 
fonctions d'une variable données pour chaque valeur de l'argu- 
ment sont des correspondances de valeurs de fonction aux 
valeurs d'argument de la pantachie complète. Mais ces formules 
sont toujours de telle nature qu'elles sont valables ou bien 
pour toutes valeurs d'argument, ou bien, comme on verra dans 
le chapitre suivant, pour l'ensemble de ces valeurs à l'exception 
(le pantachies dénombrables, auxquelles s'appliquent d'autres 
déterminations. Par là, les correspondances fonctionnelles 
tombent sous la conception empiriste. La correspondance 
abstraite de valeur à valeur dans des pantachies infinies est 
purement idéaliste. 

Le fait qu'aucun ensemble de points supposé croissant 
n'approche du conlinuum des nombres de l'Idéaliste, que les 
deux ensembles sont de nature tout-à-fait hétérogène, puisque 
le premier est représentable tandis que le second est en dehors 
de toutes représentations, ason côté intéressant.En effet, quand, 
à propos de pantachies complètes ou infinies de l'Idéaliëte, 
on fait des considérations quelconques, on en tire des conclu- 
sions empruntées à l'image d'une suite de points aussi resserrée 
(|u'on veut, on court le risque de tomber dans des paradoxes. 
Car la pantachie illimitée n'étant nullement une approximation 
de la pantachie complète, il n'est pas permis sans autre raison 
de conclura des propriétés de la première aux mêmes propriétés 
de la deuxième. 
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Par exemple, M. Cantor est conduit par Tanalogie avec les 
séries simples, doubles, etc. — qui sont également dénombra- 
bles à Taide de la suite des nombres entiers — à certains 
théorèmes sur les ensembles continus des nombres, et 11 trouve 
entre autres que le continuum de points sur une ligne a une 
puissance égale au continuum de points sur un plan Cette 
conclusion un peu embarrassante a paru paradoxale ; elle a 
semblé répugner à ce qu'on appelle le sens commun. IjC fait 
est que c'est tout simplement la conclusion d*un raisonnement 
où interviennent des fictions idéalistes, auxquelles on lait jouer 
le rôle de véritables quantités, quoiqu'elles ne soient pas môme 
des limites de représentations de quantités. Voilà où réside le 
paradoxe. On a vu comment la conception idéaliste conduit 
avec nécessité au concept de Tinfiniment petit, qui du moins 
était une véritable limite, — on ne peut donc pas s'étonner de 
ce que le raisonnement sur le continuum de nombres, qui 
n'est pas une limite, conduise à des résultats plus singuliers 
encore, qui d'ailleurs restent, ainsi que l'inQniment petit 
et ses propriétés, dans le domaine de la conception idéaliste. 
Les principes que nous avons exposés dans ce livre acquiè- 
rent donc une certaine utilité pratique en mettant à jour la 
source de paradoxes qui se cache dans des concepts très 
répandus, — de même qu'ils servent, comme on le verra, à 
rendre plus clair et plus précis le concept de la fonction. 

Des quantités ou nombres croissants, on peut dire ou bien 
qu'ils ont une limite ou bien, au sens idéaliste, qu'ils devien- 
nent infinis. Une suite de points croissante n'a pas de limite, 
au sens ordinaire ; il faudrait donc faire correspondre le conti- 
nuum des nombres à l'infini. Or, il a effectivement avec lui 
une propriété commune. De même que l'infini ne devient pas 
fini, si on en retranche le fini, de même le continuum des nom- 
bres n'est pas plus pauvre en valeurs mdividuelles, ne diminue 
pas en puissance, quand on enretiredespantachiesillimitees.il 
semble d'ailleurs que ce soit là l'unique analogie que présentent 
les deux limites de représentations de l'Idéaliste. 

Un rôle est échu à la théorie des pantachies dans les 
sciences physiques. 

Ce n'est pas dans le concept d'atome même qu'une diffé- 
rence essentielle se fait valoir entre les intuitions idéaliste et 
empiriste. C'est plutôt dans la manière dont, en mécanique, 
les éléments d'action, les molécules agissant à distance, sont 
supposés distribués dans Teppace. L'Empiriste qui ne peut 
prendre pour base qu'un nombre fini suffisamment grand n'ira 
pas loin avec ses théories corpusculaires. Il ne peut évidem- 
ment parvenir qu'à la synthèse de la classe de phénomènes 
d'où est abstraite l'idée de la molécule agissant à distance, 
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c est-à-dire de phénomènes mécaniques. Pour la synthèse 
d'autres classes de phénomènes, par exemple dans le domaine, 
de la chimie, il aura peut-être besoin d'autre chose que de 
l'action à distance. Et maintenant encore les phénomènes orga- 
niques ont sans doute leur abstraction dernière spéciale. 

L'Empiriste ne prendra donc pour hypothèse Tabstration 
de la molécule agissant à distance comme utile h l'exposé des 
phénomènes que dans la mécanique ordinaire. L'Idéaliste au 
contraire, quand l'exige sa conception du monde, possède c|ans 
la pantachie complète un concept qui doit avoir à ses yeux un 
contenu infiniment plus riche que les pantachies illimitées de 
l'Erapiriste. 

Théoriquement, en liant la représentation de molécules dissé- 
minées dans l'espace à la pantachie complète de l'Idéaliste, on 
pourrait réussir,par exemple, à déduire la pression — s'il était 
possible de faire entrer dans le concept physique de la panta- 
chie complète d'atomes un contenu répondant à notre besoin 
d'exactitude. 

Le développement de ce chapitre et une partie du suivant 
montrent combien il est nécessaire dans maints domaines ana- 
lytiques de voir nettement si pour l'exposé neutre on met au 
jour une mathématique acceptable ou purement idéaliste. Ce 
n'est qu'ainsi qu'il nous est possible de distinguer ce qui ap- 
partient au domaine réel de représentations de ce qui lui est 
emprunté sans l'image d'un mot et se trouve impliqué dans le 
processus logique se poursuivant au-delà du réel. 

Je donne à la fin de ce chapitre une vue générale sur les 
ensembles de points dont il a été question. 

56. — Vne générale sur les ensembles de points. 

I. Pantachies 

■ 

A. Pantachie complète. 

L'Empiriste entend par là l'ensemble de toutes les quantités 
imaginables déterminées par une définition 'géométrique 
ou numérique, ou encore à déterminer. — L'idéaliste y voit 
le Continu des nombres ou des quantités sur l'étendue unité, 
c'est-à-dire l'ensemble de toutes les quantités possibles 
existant à la fois. 

R. Pantachie illimitée. 

C'est une détermination de nombres telle quo. dans tout 
intervalle, si petit qu'il soit, se trouvent des points y répon- 
dant. Cet ensemble de points est toujours fini et peut être 
supposé aussi grand qu'on veut. 
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C. Paniachie infinie. 

On entend par là toute pantachie qui n*est pas comprise 
dans B. Ainsi en particulier la pantachie complète A ap- 
partient à cette catégorie. 

II. Apaotachies. 

A. Apintachie limitée. 

Points isolés en nombre déterminé. 

B. Apantachies illimitées. Par exemple : 

!• Système à points de Convergence, c'est-à-dire points isolés 
qui convergent indéfiniment vers des points particuliers et 
donnent naissance à des points de convergence d'ordre fini 
et d'ordre indéfiniment élevé. 

2<* Inscription d'étendues successives, dont les extrémités for- 
ment un système apantachique, mais sans points isolés. 

III. Systèmes de points tels qae l'étendae sur laqaelle 
ils se trouvent ne poisse être décomposée en an nom- 
bre fini d'étendues partielles ou ils forment des pan- 
taehies on des apantachies. 

En dehors de cette distinction entre les ensembles de points, 
on peut en imaginer une infinité. Nous citerons en premi6re 
ligne, à cause de leurs nombreuses applications : 

V Les ensembles dênombrables. Ce sont tous ceux qui ont été 
mentionnés ci-dessus, excepté les pantachies I, A et C. 

2° Les systèmes de points intégrahles. Les apantachies II 
seules sont intégrâmes, mais toutes ne le sont pas. Sont 
intégrables, outre les apantachies limitées, toutes celles 
indiquées dans II, B, 1**, c'est-à-dire les points isolés avec 
points de convergence. De II, B, 2°, une petite partie seu- 
lement est intégrable. Les systèmes III ne le sont jamais. 



■ . . i\ ' 

:j; : ■ . ■ • 



CHAPITRE IV 



La FraetioB 



57. — Notions premières. — Nous poursuivons maintenant 
le concept do fonctions au-delà du point où lont laissé 
ridéaliste et TEmpiriste. Mais nous ferons intervenir sans 
nouvelle explication, quand cela paraîtra utile, la dislinction 
des fonctions en anorthoïdes et orthoïdes, — distinction qui a 
évidemment un caractère neutre. 

Nous Tavons sufQsamment indiqué : par fonction de la 
variable ou de Targument il faut entendre une détermination 
à Taide de laquelle aux valeurs de Targument correspondent 
des valeurs de la fonction ; et nous devons encore montrer 
tout ce qu'implique cette expression : valeur de lonction. A 
une valeur d'argument particulière on peut faire correspondre 
comme valeur de fonction une valeur particulière, ou bien un 
nombre limité ou illimité de valeurs, ou bien tout un inter- 
valle de valeurs, ou bien une série d'intervalles de ce genre. 
Bref on peut y faire correspondre un quelconque des ensem- 
bles de points mentionnés dans l'article 51, ou des ensembles 
d'étendues qui leur étaient liés. On figure depuis Descartes les 
fonctions en menant des lignes droites perpendiculaires à 
l'étendue d'argument aux points qui marquent les valeurs 
d'argument, et en portant sur ces lignes les valeurs de fonction 
positives d*un côté, négatives de l'autre côté de l'étendue d'ar- 
gument. Mais ce n'est pas seulement dans la manière dont on 
fait correspondre les valeurs de fonction qu'il nous faut insister 
sur l'absence de restrictions ; les valeurs d'argument qui font 
prendre à la fonction une certaine détermination peuvent être 
aussi choisies en pleine liberté. Le concept général de fonc- 
tion, tel qu'il ressort de l'analyse nouvelle, n'exige pas, par 
exemple, que la fonction soit donnée pour toute valeur d'ar- 
gument ; bien plus, elle peut n'être donnée, quand cela suffit 
à notre but, que pour un seul des systèmes de points de 
l'art. 56. Eh bien, pour conserver la généralité la plus grande, 
nous pouvons imaginer une loi, d'après laquelle dans des 
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étendues d'argument Qxées par elle on peut choisir arbitrai- 
rement un pomt et y placer la valeur de fonction, absolument 
comme nous avons fait correspondre à la valeur d'argument 
unique des intervalles entiers pour valeurs de fonction. 

A l'égard des valeurs de fonction qui correspondent aux 
diverses valeurs de l'argument, on aura à distinguer suivant 
leur nombre et leur nature les dépendances simples, multi- 
ples, etc., — et celles qui sont indéterminées entre des limites 
données. 

A regard des valeurs d'argument que revendique la fonc- 
tion, on aura à distinguer les fonctions données complètement, 
(c'est-à-dire pour la pan tachie complète des valeurs d'argu- 
ment), de celles qui sont AonnéQ^mcompletement, (c'esl-à-dire, 
par exemple, pour une pan tachie ou une apantachie quelconque). 

Pour éclaircir davantage le concept de fonction, bornons- 
noas simplement à la pantachie complète des valeurs d'argu- 
ment < » <^ 1. 

L'Idéaliste se trouve ici en face d'une question analogue à 
celle des fractions décimales éternellement sans loi. Il imagine 
une ordonnée construite sur chaque valeur particulière du 
continu des nombres. Sur celte ordonnée se trouve un continu 
de nombres exactement comme sur l'étendue d'argument, 
et l'Idéaliste obtient l'ensemble de toutes les fonctions en 
portant sur toutes les valeurs d'argument toutes les combi- 
naisons de valeurs d'ordonnée. Dans cette marche rien n'exige 
l'existence d'une loi. A la conception de l'Idéaliste répond 
l'ensemble infini de toutes les valeurs de fonctions particulières 
imaginables que peut donner le hasard, et par là il atteint à 
l'abstraction extrême d'une fonction absolument sans loi. 

L'Empiriste au contraire, pour qui il n'y a pas de continu 
des nombres, peut imaginer des points innombrables pourvus 
de valeurs arbitraires ; il peut faire correspondre indéfiniment 
des valeurs de fonction à des pantachies et apantachies sans 
nombre d'après une loi arbitraire ; il aura toujours à pourvoir 
de valeurs le reste de la pantachie complète, qu'une pareille 
détermination n'aura pas rendue plus pauvre en points. 

Cette pantachie infinie qui reste lorme toujours l'arrièrc- 
fond, dont l'Empiriste n'approche jamais malgré l'hypothèse 
que tous les points d'argument accessibles à sa fantaisie sont 
pourvus de valeurs. Pour déterminer complètement la fonction, 
il est obligé d'avoir recours à une formule générale qui fasse 
correspondre la fonction aune pantachie infinie de l'argument. 
Pour l'Empiriste c'est là une nécessité. 

Voici donc où est conduit TEmpiriste : Pour obtenir une 
fonction complètement déterminée, des points isolés pris arbi- 
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trairemenl peuvent être pourvus de valeurs arbitraires ; à des 
apantachies et à des pantachies illimitées prises arbitrairement 
on peut faire correspondre comme bon semblera des valeurs 
de fonction : à côté de ces déterminalions, il faut qu'on donne 
une formule générale, d'après laquelle l'ensemble des valeurs 
d'argument de la pantachie infinie qui reste encore doit être 
pourvu de valeurs de fonction. 

C'est là pour l'Empiriste le concept le plus général d'une 
fonction donnée complètement, que nous n'avons pas le droit 
de dépasser dans notre exposé neutre, parce que nous devons 
laisser de côté, comme pure Action idéaliste, les fonctions 
complètement dépourvues de loi. (*) 

D'après cela, il faudrait distinguer avanf tout deux caté- 
gories de fonction : celles où une loi généralement valable lie 
la fonction et l'argument, et celles où certaines espèces dénom- 
brables de points sont exceptées de la formule générale et doi- 
vent être pourvues d'autres valeurs que celles que prescrivait 
la loi générale. 

On peut à peine considérer cela comme une restriction, si 
on renonce h Timage idéaliste de la fonction, ou mieux à son 
équivalent géométrique (art. 39). Ce que la critique de l'Empi- 
riste en laisse subsister est encore, à y regarder de près, d'une 
si étonnante généralité qu'une pareille base peut, comme elle 
le doit d'ailleurs, nous sutïïre pleinement pour le développe- 
ment du concept de fonction. Dans ce chapitre nous ne ferons 
plus que quelques réflexions sur le concept général de fonc- 
tion. Il s'agira exclusivement de la façon dont se comporte une 
valeur de fonction particulière à l'égard des valeurs voisines, 
et des éléments du concept de continuité qui se rattache 
directement à cette question. . 

Si plus tard, nous reprenons cette étude générale, le pro- 
cédé naturel et logique consistera à restreindre peu à peu ce 

(•) La remarque, incontestablement exacte pour l'Idéaliste (art. 39), à 
savoir qu'une fonction donnée pour la pantachie complète à l'exception 
de pantachies illimitées, et donnée en particulier, mais avec une autre 
détermination, pour ces pantachies illimitées — ne doit pas être consi- 
dérée comme complètement donnée, — que bien plus une loi commune 
doit nécessairement déterminer toutes les valeurs de fonction, — ne 
doit pas être prisé en considération dans notre exposé neutre ; l'abîme 
entre illimité et infini ou l'étendue nuageuse (art. 36) est une fiction 
idéaliste que l'Empiriste n'accepteraff pas sans la discuter. Je remarque 
d'ailleurs qne dans beaucoup de cas cette objection de l'Idéaliste peut 
per^dre sa force même aux yeux de l'Idéaliste. Nous en trouvons. un 
exemple dans la fonction IIô (art. 58), avec son interprétation (art. 59), 
où je montrerai comment la loi s'appliquant à la pantachie illimitée 
peut être étendue à la pantachie complète. 
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concept général dans la direction des fonctions dites analyti- 
ques ; en quoi le principe de classiGcation sera fourni par les 
concepts d*intégrale, de quotient différentiel, mais principale- 
ment par les diverses conditions de possibilité de représen- 
tation des fonctions à Taide de formules de représentation. 
Une classification de plus en plus rigoureuse et parfaite des 
fonctions peut-être considérée non seulement comme Tétoile 
qui guidera nos recherches, mais aussi comme le but asymp- 
totique de Tanalyse. 

Le but des recherches qui s'y rapportent serait d'après cela 
une classification systématique des fonctions, absolument 
comme la science de la nature s'efforce d*en établir une pour 
les ôlres vivants, nécessaire par elle-même et parfaitement 
conforme aux phénomènes. Je me complais dans cette compa- 
raison : Il existe certainement une analogie d'une part entre 
les formes végétales et animales les plus simples, la faible 
liaison des parties, etc., et le concept le plus général de fonc- 
tion, celui de fonction anorthoïde (art. 37,8), et d'autre part 
entre les formes plus élevées d'animaux et les fonctions de la 
théorie complexe des fonctions. Il suffit d'une parcelle de plan 
pour déterminer ces fonctions dans tout le plan, comme un os 
suffisait à Cuvier pour reconstruire l'espèce. Entre les deux 
classifications on remarque pourtant, au moins pour le moment, 
une différence formelle. La classification des êtres vivants 
établit des classes essentiellement coordonnées, quoigu'ici ce 
soit un principe de subordination qui préside, comme il doit le 
faire, à la répartition. Mais les classes successives de la théorie 
générale des fonctions ne sont jusqu'ici que subordonnées, car 
toute classe nouvelle, étant née de la limitation d'un concept de 
fonction plus général, doit appartenir à toutes les précédentes. 
Cela n'est pourtant que le premier germe de la théorie future. 
Comme la théorie des fonctions analytiques, qui comprend 
maintenant déjà diverses classes de fondions coordonnées, — 
la théorie générale des fonctions ressemblera de plus en plus, 
grâce aux recherches futures, à la classiQcalion des sciences 
naturelles. 

58. — Quelques exemples de fonctions. — Je commence par 
donner quelques exemples simples de fonctions pour rendre 
plus claires les distinctions quenous allons établir. Les nombres 
rationnels s'offrent comme pantachie illimitée qu'il faut pour- 
voir de déterminations particulières de fonction. J'utiliserai 
les propriétés suivantes * 

Je donne au nombre rationnel la forme ^ç, où Z est pre- 
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mier avec iV. iV sera pris delà forme pi^ Pi^^^-^Pr^" où les 

p désignent des nombres premiers, et les p des nombres en- 
tiers. 

1"* On peut autour de chaque point limiter un intervalle assez 
petit pour qu'il ne renferme , à 1 exception de ce point, que des 
nombres rationnels à dénominateur plus grand qu'un nombre 
Ni choisi aussi grand qu'on aura voulu. 

Car tous les nombres rationnels à dénominateur > Ni for- 
ment un système de points isolés, et dans tout intervalle, si 
petit qu'il soit, il y a des nombres rationnels. 

2** Etant donné un intervalle A et une série de nombres pre- 
miers pi, Pif. ,, Pn où /?i< 2, l'intervalle A renferme toujours 

"~ Z 

des nombres rationnels de la forme — z z ~ 



Cela est évident. 

J'indiquerai maintenant les fonctions suivantes. 

Fonctions anorthoïdes 
la. — f{œ)z=.*èœ pour les valeurs : 

a? = 0,3 ; 0,33 ; 0,333 ; etc. 
et f(x)=zo pour oozz. l 

b. — f{n) ;= Mo + M 4- Wî + . . . + M^ , où les w sont des 
quantités quelconques. Cette fonction n'a de sens que pour les 
valeurs entières de l'argumenl. 

lia. — /'(a?) ir 1 pour les valeurs rationnelles de ar, 
/ (a?) ;=; pour les valeurs irrationnelles de a?. 

Z 

b. — / (a?) prend pour œ z= ~r r — les valeurs , 

Pi 'i>2 ^' ...pr^' 
1 



Pi Pi"' Pr 

et /*(a?) = pour toutes les autres valeurs de a?. 

c. —/-(a?) prend pour a? = — r r — les valeurs 



^'» Pi *)• P r 

et/ (a?) =: o pour les autres valeurs de oo. 
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Fonctions orlhoïdes 

JL 

1 1 11 e^ — ^ 

IV. f[x) = /tm;»-^ r+75^' /l^) = ^''^ ^5'^^- 

V. Outre ces fonctions anorthoïdes et orthoïdes particulières, 
je citerai encore le groupe de fonctions 

P==x cos nip œ , 
\ a*» 

qui, suivant l'acrcoissement relatif de /?, W;, , {x^ , représente 
toute une échelle d'orthoïdies et d'anorthoïdies (Art. 63), 

Les fonctions I sont des exemples de fonctions non complè- 
tement données. Il va de soi que nous pouvons compléter ces 
fonctions, suivant nos besoins, en pourvoyant aux valeurs 
d'argument auxquelles ne répondait rien, 

59. — Valeurs de fonctions directes et indirectes. — Etudions 
maintenant ce qu'il faut entendre au sens le plus général par 
valeur de fonction. 

On dira que ffœ) est simplement la valeur de fonction que 
la formule de la fonction fait correspondre à x. Cela est rigou- 
reux; seulement à ces valeurs de fonction directes peuvent e*en 
ajouter d'autres qu'on est fondé à considérer comme valeurs 
de ffxj non pas seulement par ce que les applications y condui- 
sent, mais parce qu'on les juge telles d'un point de vue 
purement aostt^ait. Elles apparaissent quand on forme la 

valeur directe f(œj pour un point Xi ^ x, qu'ensuite on inter- 
cale une suite de valeurs x^ x^ ,. . . entre Xi et a?, qui s'appro- 
chent indéfiniment de a?, et qu'on cherche la limite de la série 
f(^i)^ fl^ih fX^i)» ... On arrive ainsi par une voie indirecte à 
des valeurs f(^x), qui peuvent différer de celles qu'on obtient 
directement. Nous les nommerons valeurs de fonction indirectes. 

Une fonction rationnelle et entière de x ne possède pas de 
ces valeurs distinctes des directes. Sin x, «', et les fonctions 
de ce genre n'en ont pas davantage. Considérons au contraire 

la première fonciion I de l'article précédent. Pour x zz -^ 

sa valeur directe est zéro, mais la limite de /X0,3), /(0,33),etc., 
est 1. 



- 176 ^ 

On désignera une valeur de fonction indirecte correspon- 
dant à œ par litn _ ^f( x + 1). On devra, bien entendu, ajouter 

par quelle série de valeurs positives ou négatives on fait varier e. 
Complétons, par exemple, la fonction I en faisant correspondre 
zéro à toutes les valeurs d'argument qui sont libres. 1 reste la 
limite de la suite /1(0,3), /\0,33),. . . ; pourtant, quoique les 

13 7 1 

valeurs d'argument g-q,j-q,g-K,... . tendent versai zéro est 

la limite de m j-g)-^ ^(o)'**'* 

Dirichlet (1) a recours pour lun /(^+0 ^ une notation 

abrégée dont nous ferons souvent ui^age. Il écrit 

f {œ + o) et f (x — o). 
f (x -[- o) désigne les valeurs indirectes pour une suite de 
valeurs positives de s. 11 doit être indiqué en outre, si c'est 
nécessaire, quelle est cette série de valeurs que prend e. Si on 
ne le fait pas, f{x-}-o) pourra désigner l'ensemble de toutes 
les valeurs positives indirectes. — De même pour f*{x — o). 

Dans toutes les fonctions II, 111, IV, se présentent des 
valeurs indirectes distinctes des directes. 

Dans la fonction II^ , qui est 1 ou zéro selon que Targument 
est rationnel ou irrationnel, à toute valeur de l'argument 
répondent à la fois les valeurs indirectes zéro ou 1. 

Pour la fonction II* , les valeurs directes sont zéro ou 

suivant que l'argument est rationnel ou irrationnel 

et de dénominateur pi^iPi^i" * pr^r* Aux yeux de l'Idéaliste, 
soit dit en passant, cette dernière détermmation peut com- 
prendre les valeurs irrationnelles ; il suffit de concevoir les 
irrationnelles comme des fractions dont le dénominateur con- 
•ient des facteurs premiers en nombre infini ou infiniment 
grands. Une irrationnelle peut encore naître, p restant fini, de 
l'accroissement des p. Les valeurs indirectes existent pour toute 
valeur de l'argument en nombre illimité. Pour toute valeur de 
l'argument on a les suivantes : 

111 11 1 



1 "-S— » ""zr-î • • • • ?r*Tvi ;t— s» • • • • 



2 • 3 ' 5 2.3 2.5 2.35 

parce que dans un petit intervalle renfermant une valeur d'ar- 
gument il se présente des nombres de la forme 

z z z 



2^' 3P' 2P^3P^ 



, . . • 



(1) Repertorium der Physik Von Dove ùnd Moser, tome I, p. 170. 
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Quant à ia fonclion II c, ses valeurs indirectes sont toutes zéro, 
parce qu'on peut limiter autour de chaque valeur d'argument 
un intervalle ou n'apparaisse aucun nombre rationnel de déno- 
minateur 77, ' /32 '"2)r inférieur h un nombre choisi aussi 
grand qu on a voulu. 

Absence des valetirs de fonction 2^our certaines valeurs 
d'argument. — 11 n'est pas rare de voir les valeurs de fonction 
directes faire défaut pour des valeurs d'argument particulières. 
Les fonctions III en fournissent des exemples. Car, puisque 

pour a? =: o, — est dépourvu de sens, toutes les fonctions III 
pour a? zz: cessent d'être données. Il en va de môme de 

a? sin — icar sin ^r- ne représentant aucune quantité,onnepeut 

1 

dire que sin-^r-soit égal à zéro. 

1 
/ ra?; = ~ a les valeurs indirectes /* (0 + 0) = +x ; /*(0 - 0) 

oc 

= — 00; c'est-à-dire que x tendant vers zéro cette fonction croît 

ou décroît indéfiniment. 

l 
f(x)z=zs\rï — a comme valeurs indirectes les valeurs indéler- 

minées entre — 1 et + 1. 

f[œ) z= e* a les valeurs indirectes /(O + 0) =: + 00 , /1[0 — 0) = 0. 
En général,la non existence des valeurs de fonction se pré- 
sente toutes les fois que pour une valeur d'argument la fonction 
est infinie, comme on dit souvent, car nos opérations analytiques 
sur les quantités pouvant fournir un accroissement indéfini, 
mais non point l'infini de l'Idéaliste, il faut, quand une fonction 
semble devenir infinie en un point, que l'illusion se traduise 

dan« quelque symbole dépourvu de sens comme — pour x =0. 

Lorsque les valeurs directes, comme dans les exemples 
précédents, n'existent pas, rien ne nous empêche de les rétablir 

conformément à notre but. Ainsi la fonction x sin— devient une 

X 

fonction complètement donnée, dès que j'ajoute la condition 
que pour a? =: elle soit nulle. 

Valeurs litnites indirectes, — Une troisième espèce de valeurs 
de fonction joue encore un rôle en analyse et doit tout au 
moins être mentionnée ici. Elles se présentent dans les fonctions 
définies comme résultats d'un passage à la limite. Les fonctions 
IV en sont des exemples. 

12 
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i+hx. 



Considérons la fonction fix)=:zlim, LjL^- Qq ob- 

tient la Ibnclion définie comme limite, ici et dans tous les 
cas analogues, où on n'a pris aucune disposition, en donnant 
(ï abord à x une certaine valeur d'argument déterminée, et en 
faisant ensmte h infini. On trouve ainsi les valeurs directes 

f(x) = lim^ __ ^ 1 + hx ~x P°"^ ^ > o, et 1 pour œ = o. Les 

valeurs indirectes pour a? = o sont + oo et — oo . 

On obtient les valeurs limites indirectes pour un argument 
a?, en mettant à la place des x dans l'expression qui suit le 
signe lim une valeur d'argument différente de a?, savoir a? + g, 
et faisant ensuite on même temps h infini et s nul, ces deux 
variables devant être alors liées par une relation. De 

. , . — 1 — U on tire, pour x zn o, ', , , 

La relation entre e et ?i sera, par exemple, e^zz y. L'expres- 
sion précédente devient 

h 

dont la limite pour A = x est 1 -f Y» c'est-à-dire, puisque y 
est arbitraire, une valeur quelconque. Les valeurs limites in- 
directes remplissent ainsi la distance entre les deux valeurs de 
fonctions extrêmes qui ici sont indirectes. lien est de même des 
autres fonctions IV. La fonction /î'm arctg hx a, pour 

a? zz 0, la valeur directe zéro et les valeurs indirectes + 5- et 

— g-. Ses vjilcurs limites indirectes remplissent, comme on le 

voit aisément, l'intervalle des valeurs de fontions indirectes 

± ^ ' Seulement il faut aussi bien remarquer que les valeurs 

limites indirectes peuvent sortir de l'intervalle limité par les 
valeurs de fonction directes ou indirectes. 

60. — Du saut des fonctions. — La plus grande différence 

entre les valeurs d'une fontion directes ou indirectes, pour une 

valeur d'argument particulière, est d'un intérêt spécial. Nous 

nommons saut cette plus grande différence. Par exemple, ir est 

le saut de Uni arctg hx pour x =z o. 

h^zoo 

La fonction 11^ , qui est 1 pour les arguments rationnels 

et zéro pour les autres, a pour tout argument une valeur de 

saut égale h 1. 
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Dans la fonction Ilb , qui pour tout argument de la forme 



Pi p2 Pr Pï'^Qd la valeur , et pour tout autre 

Ol Pi ...Pr i>lPi...Pr 

3St nulle, le saut est -^ pour tout valeur de Targument. 

Z 

Dans la fonction Ile, qui pour a? =z pj p2... pr acquiert 

Pi Pi Pt 

1 

la valeur p, p^ p^ et est nulle dans les autres cas, le 
Pi Pi '»'Pt 

1 

saul est pour ces valeurs de x égal à p, p^ p^ et, pourx 

pi Pi ...jy 

irrationnelle, il est zéro. 

Dans ces fonctions de construction extrêmement simple, le 
concept du saut n'offre aucune difficulté. Maison peut dans 
des fonctions plus compliquées voir de moins près le sons 
précis de ce qu'il faut entendre par valeurs indirectes extrê- 
mes. Dans la plupart des applications, il sutfit d'une quantité 
lelle que le saut de la fonction peut en être considéré comme 
la limite, à savoir roscillatlon de la fonction, c'est-à-dire la 
plus grande diflerenco des valeurs de fonction dans un inter- 
valle suffisamment petit enlourant un point. Cette différence 
maximum est aussi en général une limite de différences de 
valeurs de fonction dont nous établirons plus loin Texistence. 
Elle est une limite, car les fonctions ne prennent pas ordinai- 
rement les plus petites valeurs qu'elles ne dépassent pas, ni les 
plusgrandes auxquelles elles ne deviennent pas inférieures. Les 
fonctions de Tarlicle 58 en sont des exemples. Ainsi la fonction 
la ne prend jamais sa plus grande valeur 1. 

C'est de cette limite des différences des valeurs de fonction 
que le saut est lui-môme la limite, obtenue comme il suit. 
Considérons une valeur d'argument x et formons l'intervalle 

(a? — 5, a? -|- 8) 

Soit, dans cette intervalle, g^ la petite valeur que la fonction 
ne dépasse, pas, ^u la plus grande au-dessous de laquelle elle ne 
descende pas, et dont nous démontrerons plus tard l'existence. 
Quand S diminue, Qq ne peut pas augmenter, g^ ne peut pas 
diminuer, et tous deux ont donc, en vertu de la proposition II 
du chapitre suivant, des limites déterminées Go et Gut — si, 
pour plus de simplicité, nous admettons que les valeurs de 
fonction qui interviennent dans le calcul sont comprises enlre 
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des limites fiaies. La quanlilé Oo — Cro est le saut de la fonction 
au point x. 11 ne reste plus qu'à montrer que lorsqu'on prend 
pour base l'intervalle (x — 8„ œ -f-^«)» où 8i et 8i deviennent 
nuls en restant l'un à l'égard de l'autre dans un rapport quel- 
conque, on obtient la môme limite G^ — O^. Supposons 8, >8j, 
et introduisons de nouvelles notations. Soient les intervalles 

(oî — 8„ œ + 8,)=A,^ 
(x— 8„ a? +82)= A,i 
(x — 82 a? + ^2 ) = ^i% 
Je désignerai par p^'^ les valeurs g de Tintervalle A^, . 
A22 est conlenu dans A12, A12 dans Au • On a donc 

lU) ^ (12) ^ (22) 

(12) 

La limite de Qo ne peut donc être autre que Go, celle de 

(12) 

ffu que 6^«. 11 faut encore remarquer qu'on peut distinguer 
aussi des valeurs de saut unilatérales correspondant à la limite 
de go et de Qu dans un intervalle (x — 8, a) ou (a?, x 4- 5). On 
désignera enfin à la manière de Dirichlet ces valeurs ds saut 
comme répondant à l'argument x — ou à l'argument x -{- 0. 

6L — De la continuité des fonctions en un point particulier 
de l'argument. — Une fonction est dite continue pour une valeur 
particulière d'argument 07, si pour cette valeur le saut est nul* 
Le point est alors un point de continuité de la fonction. Elle 
est dite discontinue en un point, si en ce point le saut n'est pas 
nul. Quand la fonction croît au-delà de toutes limiter dans le 
voisinage d'un pointa?, ou qu'elle devient infinie au sens idéa- 
lisle au point même, elle est également discont/nue; en un 
pareil point en effet, il ne saurait exister de valeur de saut 
puiîî'que .(/o ni ç^ ne peuvent être déterminés. Le saut, ne pou- 
vant êlre évalué, n'est pas nul. 

Nous devrons ici encore distinguer une continuité unilaté- 
rale. La fonclion f (x) sera, par exemple, continue pour un 
point X — 0, si la valeur de saut pour x — est nulle. 

Si nous parlons non pas de la valeur de saut de la fonclion, 
mais de sa différence maximum de valeurs dans une étendue, 
différence dont le saut est la limite, nous énoncerons ainsi la 
condition de continuité : 

La fonclion f (x) est continue au point x, s'il est toujours 
possible de limiter autour de ce point un intervalle a-sez petit 
pour qu'il ne s'y trouve aucune différence des valeurs de fonc- 
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lion /(a?) supérieure à une quantité prise aussi petite qu'on 
aura voulu. Ce qui veut dire, en langage analytique : Soient 
e et ti deux quantités de signes quelconques. La continuité de 
f(x) au point x fait qu'il y a toujours aux valeurs absolues de 
fi etfijune limite supérieure assez petite pour que la valeur 
absolue de la différence 

reste au-dessous d'une quantité prise aussi petite qu'on aura 
voulu. 

La condition habituelle, qui sert pratiquement à établir la 
continuité, s'énonce un peu autrement. Il n*y est question que 
d'une quantité e, et elle exige qu'on puisse donner à la valeur 
absolue de e une limite supérieure assez petite pour que, abs- 
traction faite du signe. f(x) — /(x -\- e) reste au-dessous d'une 
quantité choisie aussi petite qu'on aura voulu. Les deux 
énoncés reviennent évidemment nu même, car dans la première 
expression qu'on peut mettre sou? la formé 

[f{x + .)- f(x) J - [ A^ + e.) ... /•(*•) ] 

chacune des deux parties doit tomber au-dessous de toute 
limite, et la deuxième expression résulte de la première quand 
on fait e ou ei nul. 

Si on prend pour la condition de continuité l'expression 

f(x) - t(x + s), 
on voit immédiatement que si la valeur /{x) n'existe pas, le 
point a? n'est pas un point de continuité. 11 ne pourra le devenir 
que si, pour la valeur de fonction qui manque, on fixe h volonté 

une valeur propre. Ainsi la fonction x sin - au point jr =r o ne 

peut être regardée comme continue que lorsqu'il est posé 
qu'elle est nulle pour x := o. 

Pour ce qui est des fonctions de l'art 58, il ne saurait être 

question de continuité h propos des fonctions 1 non complète- 
ment données. 

Des fonctions II, II a ni II b ne sont continues pour aucun 
point. La fonction le est continue pour tous les points irra- 
tionnels, discontinue pour les points rationnels. 

Les fonctions III et IV sont toutes — et celles du groupe V 
sont en partie — discontinues au point a? = o. 

62. — De la continuité des fonctions dans nn intervalle. — 
Si une fonction est continue sur une étendue, non seulement 
la valeur du saut est nulle en chacun des points, mais encore 
cette fonction se fait remarquer à propos des plus grandes 
différences de fonction qu'elle présente dans un intervalle de 
cette étendue de continuité. 
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Nous avons vu plus haut qu'une fonction peut ne pas pren- 
dre réellement la limite supérieure de ses valeurs dans un 
intervalle (Fonct. I a de l'art. 58). Encore nous faudra-t-il 
démontrer l'existence d'une pareille limite supérieure. Je vais 
m'appuyer ici sur une proposition qui sera démontrée plus 
loin (Art. 64, III), à savoir que une fonction continue dans un 
intervalle y possède réellement des valeurs rnaxima elininima, 
et non pas seulement des limites supérieure et inférieure. 
D'après cela, l'oscillation ou la plus grande différence de 
valeurs dans un intervalle de la fonction continue est la diffé- 
rence de deux valeurs que prend réellement la fonction dans 
cet intervalle. Soit (a?!, a;2) l'intervalle, f{œ) la fonction. Son 
oscillation dans l'intervalle {xu xt) a donc la forme /\cg'^) — 
/(a?'), abstraction faite du signe, 

Si une fonction est continue en chaque point d'un intervalle, 
ses rapports aux valeurs voisines sont par là établis en chaque 
point et, par conséquent, de point en point, p-e^ir tout l'inter- 
valle. Pour exprimer de pareils rapports, bornons la fonction 
continue à l'iniervalle ( 0, 1 ); mais imaginons que la fonction 
se prolonge dans la direction a? > 1, pour la valeur /"(l), et 
dans la direction a? < o, pour la valeur /"(o), afin de pouvoir 
traiter aussi les extrémités de l'intervalle (0, 1) comme des 
points intérieurs. Puis introduisons certains intervalles ^. 

Les ïntt rvalles \, — Soit M la plus grande différence de 
valeurs de f(x) dans l'intervalle (0, 1) et {x une quantité < M. 
En outre, soit A l'iniervalle maximum qu'un point x partage 
eh deux parties égales, — ( et que nous regarderons comme 
correspondant à ce point) — où l'oscillation atteigne la valeur 
|/.. Je remarque exprcs^^ément que les intervalles A ne sont pas 
liés à l'intervalle (0, 1 ). Au contraire, à cause de la précau- 
tion prise au sujet de la continuation ôe ffxj, ils peuvent 
dépasser les limites et 1; et, pour les points voisins de ces 
limites, cela aura toujours lieu x el\t. déterminent évidemment 
A, et voici ce que l'on peut dire de ces quantités. 

— Supposons d'abord x fixe. 

A diminue et augmente en môme temps que [a. Si {a aug- 
mente. A peut ne pas croître d'une manière continue comme le 
montrent des figures faciles à construire ; mais il doit croître 
sans interruption. Car si on supposait que [Avariant de (Al àjji^ , 
A restât constant, mais qu'il possédât poar {x <^\i-i une plus 
petite valeur A', qui pour tx = [jl» deviendrait égale h Aune 
différence île valeurs \f.2 — [jli de la fonction /(a:) devrait nécessai- 
rement tomber dans la différence des intervalles A etA'. Celle-ci 
se compose de deux intervalles qui ont zéro pour limite quand 
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A' tend vers A- Peu importe comment la difTérence ji-i — {Xi se 
distribuera dans ces intervalles, elle s'y conserve, et, si on 
rend les intervalles de plus en plus petits, il y correspond au 
moins une discontinuité de f[x). Ainsi donc : 

Si on imagine que ti. croisse ou décroisse d'une manière con- 
tinue, A augmente ou diminue en même temps, sans prendre la 
même valeur pour deuir, valeurs de \i.. Mais A peut varier par 
sauts brusques. 

En outre : Lorsque f(x) nest pas constante autour de la 
valeur considérée de a?, ^et [». tombent en même temps at-des- 
sous de toute limite. 

En effet, si A reste supérieur h une limite /^i, pendant que 
|iL devient aussi petit qu'on veut, il ne peut y avoir à l'intérieur 
de ^1 aucune différence fonctionnelle. Mais si la valeur de x 
considérée est située dans un intervalle où la fonction soit 
constante, ^x\e peut tomber au-dessous du double no la dis- 
lance qui sépare x de l'extrémité la plus voisine de l'intervalle 
constant. 

Nous avons considéré A comme fonction de jjl et nous 
posons A=^ (^, ^) puisque /^ dépend aussi évidemment de x. 
De ce que nous savons sur la relation qui lie A ^ {^^ nous 
pouvons déduire ce qui suit pour la fonction inverse {jl=: p(ar,A). 
Faisons décroître A d'une manière continue, là où A, fonclion 
de (X, passe brusquement d'une valeur A^à une valeur différente 
Ai, — [X restera simplement constant, ^ variant d'une manière 
continue de Z\ ^ à A s • 

Ainsi donc : Pour tout valeur de x autour de laquelle f (x) 
nest pa^^ constante, la fonction p i= p (a?, A) tombe avec A û^- 
dessous de toute lignite sans jamais croître. Elle peut toutefois 
rester invariable pour des étendues de V argument. Pour des points 
X autour desquels f {x) est constante, \k fonction de £^, atteint le 
zéro plus vite que A et reste alors nulle, pendant que A diminue 
encore. 

Je remarque enfin que pour les considérations qui suivent 
on pourrait aussi utiliser l'intervalle minimum où ToscillaLion 
de la fonction atteint la valeur jx, tout comme aussi dans les 
deux cas, les demi-intervalles ^a; — A, x), (x, x + a). Bornons- 
nous cependant pour le moment à nos déierminalions de tout 
h l'heure. 

Etude de la fonction A — ?r^» l^y» ^ étant la variable. — 
Supposons maintenant (ji constant et étudions A comme fonction 
de X. Ici se place tout d'abord une proposition que nous devons 
à M. Luroth (*) ; 

(•) Math. Ann. YI. 319. — 
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^ est conlmupar rapport à x ; il a donc une valeur minima 
Ao et prenlcette valeur pour une certaine valeur de x, oPo» 

Prenois dans rinlervalle (^— *j-» a? + ^j ou A 

A_ ^ 

2 2 

X 



l 
un point a?i donl la distance à a? soit S. On a alors : 

1 1 

car jusqu'à x^iot), y) — S on pourra toujours agrandir -^ ?(«?iî'') 

sans que la différence maximum de valeurs de f {x) dépasse {/.. 

1 1 

Eq outre -^ 9 (a?i, a) ne pourra être supérieur à •2-<p(a?, [*) +5, 

sans quoi on pourrait élargir Tintervalle Z\. Mais de 

{ ? (^-i » l*) < i ? (^> K-) + 5 

résulte 

— 28 ^ 9 (a?i , [a) — (p (a^;!*)^ 28. 

Or 8 étant la valeur absolue de od — x, <p (xi , {/.) — 9 (a?, jx) 
tombe axec Xi — a? au dessous de toute limite. 

Il est à remarquer que l'inégalité précédente, quand on 
récrit 

— 2<L(£LLJiLlLîJ£:Ji)< 2 

fixe des limites au quotient différentiel de (p par rapport à .r, 
que ce quotient soit ou non déterminé. Ainsi donc <p \x, (jl) est 
continu ; il existe une valeur minima £^0 de ^, et dans tous 

les cas au moins un pointa?, <^^ 1, auquel elle correspond. 

Le minimum ^^ de ^ zn ^(x,~^). — La relation entre jx 
et Ao a beaucoup d'analogie avec celle qui existe entre {/. et 
A = 9 (a?, [a), quand x est fixe. 

Ao tomba au dessous de toute limite, A une valeur particu^ 
libre \k correspond une valeur X^ déterminée^ et si |x, varie, ^9 
varie aussiy diminua^it ou augmentant en même tem^ps ; mais 
Ao peut n'être pas fonction continue de [x. A© doit tomber avec 
l* au-dessous de toute limite, car, pour une valeur particulière 



de co, autour de laquelle f(.x) n'est pas constante, A — ? (^. V-) 
lorabe au dessous de toute limite. Ainsi pour la valeur parlicu- 
lière a:i,AeComrae minimum est toujours < ^ [x, , [i). 

Kn outre il résulte de la défînilion de A° Q»'^ chaque [x 
correspond un seul Ao- I' f'^ul encore monlrer qu'ft deux y. 
différents correspondent deux ûo différenta. Admettons que 
V- ail diminué .jusqu'à (x,, et qu'à ces deux valeurs de (x corres- 
pondent des minima Âo égaux. So^t aj, le milieu de ^, pour;*, 
x„ pour 1*1 se, ne peut tout d'abord être égal h xi , parce que 
f [ir, ]*), « étant fixe, varie avec i*. Mais,pour la môme raison 
iCiDe peut pas èlro^ ar, parce que ç (a;„ [J-i) <^, .^„ doit donc 

varier quand |ji varie, et il doit pour la même raison et à for- 
tiori diminuer. 

A> P^ut n'ôtre pas fonction continue de ^ commele montre 
la ûgure suivante sur laquelle on peut étudier la variation de 




Le trait accentué figure /'(a;}, et nous supposons ;ii <[>■ <[Ai+[*». 
Alors le minimum ûu sera > a jusqu'à ce que u. s'abaisse à ji. 
Dès que [* — fj^i. ù o devient ft. — 

Si au contraire û « est l'argument et ^ la foncdon, la relation 
1* — P (Ao ) est tout-à-fait analogue à la relation {«. = p (a;, A )> 
pour un œ détermini^, autour duquel f^ai) n'est pas constante. 

[A r= /* { A o) décroît çuand^g décroit sam jamaU ci-oUre ; 
cette fonction peut, pendant que, ho diminue d'une manière con- 
tinue, demeurer constante sur certaines étendues, mais elle tombe 
avec ^^au-dessous de toute limite. 

De ces simples considérations nous lirons aisément des 
propositions utiles sur la continuité des fonctions. 

De [A rz p {x, A) résulte 

/l^)-/'(iC+A)=pKA). K, 



où K < 2, et où p (:r, /i) repréaenlo une ronction tombant ea 
même'ïèmp'ï q.ie û , sans .iamaia croilre, au-Jessous de toute 
limite. Ea posaol 2p {x,£^ ), =r r (a;, ^), nous obtenons 

comme formule de définilion do la continuité. Elle est encore 
valable, comme on s'en rend compte aisément, si f(di) n'est 
continue qu'au point x. Polir )a nature de la continuité, la 
ibnction r(x. A) est caractéristique. C'est la quantité que J'ai 
nommée degré de continwilé au point x. {') J'y reviendrai 
plus loin. 

Enfin, il résulte de [t = P(to)que 

r(^} -/-(.T+41 -P(i). K, K <i 

pour tout point x de l'intervalle (0,1). — où P ( A) désigne une 
quantité décroissante avec A. sans .jamais croître, et finissant 
par tomber au-dessous de toute limite. 

Celle égalité signifie en somme que le degré de continuité 
de la fonclion a un minimum, ce qui n'était pas plus nécessaire 
que le faii. qu'une fonction niL dans un intervalle une valeur 
minimum, puisqu'elle peut tomber au-dessous de toute limite. 
Mais, en faisant abslraction du degré de continuité que nous 
no voulons pas encore définir ici avec une complète précision, 
voici ce qu'on déduit de l'égalité précédente : 
, pour iniue quantité ^onpeul dé'erminer une quantité (i 
différente de ~éro telle que, en supposant 5 <_A> e'O < a: < 1, 
oii ait. 

/■M-n^ + sx,. 

La différence /{x) — f[x + ^) tombe donc en même temps 
dans l'intervalle entier au-dessous de toutu limite, non pas & 
coup sûr avec la mémo rapidité au.\ divers points. Mais on 
peut déterminer des quantités jt, , y-t. ... se succédant aussi 
rapidement qu'on veut et y faire correspondre des intervalles 
j\i, ii, . . de telle sorte que pour 5 <^i , < As .■ ■■ f[x) — 



{') Zur Gesctiictitedcrtrigonometrischen Reitieo, TUbiDpen H. Laupp, 
(page 41). Comptes rendus, 18 avril 1881. J'ai depuis amplement discuté 
cette matière dans un mémoire qui vient de paraître dans le centième 
volume du Journal de Mathématiques pures et appliquées (Ancieu Journal 
de Crelle), sous le titre « Ueber den convergengrad der variabeln Reihen 
und der stetigtceitsgrad der Functionen zweier argumente. > 
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f{œ -j- ô) soit dans tout rintervdlle < }Ai , {a^ , ... Celle remar- 
que imporlante a élé faile par M. Heine (') qui a nommt^ cet 
élat de choses continuité uniforme. Je n'aime pas col le dono- 
minalion. Elle éveille de fausses représentations, quand on 
est armé du concept du degré de continuité. On nommerait 
alors uniformément continue dans un intervalle une fonction 
qui y possède tout le temps le même degré de continuité, 
comme pour toute valeur de x les fonctions &" , sin x. Et c'est 
alors un théorème dû à Ampère que des fonctions ne peuvent 
être uniformément continues que si A est Je degré de conti- 
nuité de f{œ) — f(x +^). Une fonction [/x ne serait pas uni- 
formément continue dans Tintervalle o <^a? _< 1, car pour 

X =: 0, j/^ est son degré de continuité. A mon avis, on se 
conlorme mieux aux faits, en nommant Tégalité 

le principe de limitation du degré de continu té, . • r 

63. — De la continuité anorthoïde. — La condilion do çoiitli- 
nuilé à rintérieur d'un intervalle entier implique i:nd restricliofi 
notable du concept général de fonclion. On né saurait pourtant 
y attacher trop d'importance. C'est que nous sonàmes loin djé 
pouvoir nous former une image convenable de la marché' d'uûp 
fonclion soumise à cette seule condition» cojïînie cela a lleia 
pour les fonctions élémentaires de TanalyscBien plus, rÉmpî- 
riste(art. 37,8) adéj.\dit que la ligne de dé'nl'arcàtion ou p\ùiôl 
la zone de séparation des dépendances orthoïde et ïinôrlhbïde 
traverse lé domaine des fonctions continues, de sorte' qu'il' *y^ 
une continuilé anorthoïde qui fait encore l'objet d'un chtlpiljre 
intéressant de la théorie générale des fonctions. Il y a plus: Si on 
approfondit ces considérations, on voit bientôt que la continuité 
orthoïde a précisément le cnractère de l'exception, de la parli- 
cularité, vis-à-vis de la continuité anorthoïde qui e-t à priori 
beaucoup plus vraisemblable. Il faudra pourtant éludier cela 
avec plus (inexactitude dans la théorie du quotient différentiel. 
Je voudrais ici insister encore un peu sur notre impuissance, 
signalée par l'Idéaliste (arl. 39), k nous former une représen- 
tation de la continuité anorthoïde. 

Je considère le groupe de tondions V de l'arl. 58 

^ \ sin^ cas {m^Xi (**) 

(•) Boich. Journ. vol. 74, p. 188. 

(••) Dans l'article 58 il y a u.^ au lieu de A^— * , — j'écris cgalemen 
sans préciser sin ou cos, parce que dans certains exemples le 5m est 
plus commode, 
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Cette forme analytique peut fournir à une bonne partie de 
la théorie générale des fonctions des exemples instructifs. 
Aussi y consacrerai-je un chapitre spécial. Suivant Taccroisse- 

ment relatif de p, ntp , \ ^» elle fournit une suite graduée de 

fonctions qui conduit des fonctions les plus générales aux 
fonctions continues de variables complexes. 

En supposant que X -^ croisse en même temps que p, d'a- 
bord assez lentement, nous rencontrons premièrement des 
fonctions partout discontinues non intégrables, puis des fonc- 
tions partout discontinues intégrables. Ensuite commence et se 
continue, pour une détermination convenable des rriy , la classe 
des fonctions conlinues sauf en des points isolés ou sans 
exception, non différentiables — et des fonctions différentiables. 

Vient ensuite, A ^ croissant de plus en plus rapidement, et 

nip croissant convenablement, la foule des fonctions continues 
avec tous leurs quotients différentiels, mais non représentables 
par In série de Taylor, et enfin on parvient au domciine des 
fonctions, exprimables en séries entières, de la théorie des 
CjqptioD^ç. copiple^s. 
. , i . IfnçijgiQpns maintenant une fonction f(œ) zz lim fn(xj 

■ J. :,:..•,. v 00.-.. ! ■ w ==0Q ... 

;^,Kmj^ , /^}^ :Cos nip X, qui représente une fonction c^nor- 

tl:ïQÏd^..<)pnti9ue, 9pn. diflTérentiable. On peut sans doute se 
ifflPfj^Sieht^r.Jl^ ni,^pc;he d'une seule fonction Xp sin nip a?. On 
pçiVft iau6si,,îS|i gpand.que soit n, imaginer tracée une figure 
n^i^ de la^ fonotian /« f(c), et on reconnaîtra clairement que la 
tangente n'y possède pas de position limite déterminée, eit la 
fonction /n (^) restera toujours à nos yeux, quelque grand que 
soit n, une limitation d'aire plane. Voilà évidemment tout ce 
que nous sommes en état de nous représenter. Dès qu'on passe 
de la fonction fn (x) h la fonction f(x) =3 lin fn (x) , toute 

n = 00 
représentation cesse. Je remarque expressément que cela ne 
tient pas à une trop grande complexité ; la fonction cesse d'être 
représentable en principe^ comme l'infini, l'infiniment petit, 
l'action à distance, comme la véritable essence des choses, 
comme tout ce qui exigerait,pour être perçu.des sens que nous 
n'avons pas. 

Les fonctions anorthoïdes ne peuvent correspondre à aucune 
image, et nulle image de fonction ne peut être envisagée comme 
approximation d'une pareille fonction. 

Si on fait croître assez vite le nombre w dans /"n (a?), tout 
intervalle entre nombres dyadiques,à numérateurs différent de 
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1 et à dénominaleurs croissant indéfiniment, conliendra des 
maxima de la fonction oscillante /V, (œ). Passe-t-on h la limite à 
la manière de Tldéaliste, des nombres dyadiques naît la pan- 
tachie complète, et dans les intervalles entre les nombres 
subsistent les maxima. l^our se former une représcnlation réelle 
de la fonction f(a)), la première condition serait donc qu'on 
pût se représenter la pantachie complète de Tldéaliste, ou, au 
moms quelque chose d'approchant. Nous avons vu que cela 
est impossible; mais il s'y ajoute cette condition essentielle de 
se faire une image de Tinfiniment petit dans son rapport avec 
le fini, ce qui est également impossible. 

Pour ridéaliste, la correspondance géométrique des va- 
leurs de fonction à la pantachie complète de^» valeurs d'argu- 
ment ne cesse donc pas, mais sans répondre môme d'une 
façon approchée aune image Aussi il n'est pas impossible que 
des considérations ou conclusions auxquelles Tensembie des 
valeurs de /„ (^) sert de fondement, quand on les étend à l'équi- 
valent géométrique de la fonction /*(a?), coco^ip dti 1-Id^{^|s|,^^ 
donnent lieu à des paradoxes. > î. .•' ,rt 

L'Empiriste peut-il se faire une image appï'bch'éé dé' là'd^^ 
pendance anorthoïde? Naturellement non, cafelte existe 'plour 
lui aussi peu que la pantachie complète comme système de 
points. Pour rEmpirisfe, la fonction de toût-à-rheure'Y'(a?) 
no désigne qu'une formule, qui permet de calculer poffr toute 
valeur a argument une valeur de fonction^ avec une' apfi^dx^P 
mation arbitraire. Elle détermine donc çôbi*' tout nrg'fiftrf^ffP 
rationnel ou irrationnel, ou pour toute loi qur répond "à '^rtél 
valeur d'argument irrationnelle, une loi corréspôhtliritë^'refâ^ 
plaçant, pour ainsi dire, la valeur dé fonctldrlr ' '^" '" ''^-"f'' 

64. — Construction numérique des valeurs defoiiction hypo- 
thétiques. — L'image géométrique des fonctions qui en pos- 
sèdent une nous dispense de maintes démonslrations pour 
l'existence de certaines valeurs particulières de la fonction, 
qu'il arrivera de supposer, comme, par exemple, s'il s'agit de la 
plus grande et de la plus petite dans un intervalle. 

Si une démonstration aussi bien qu'une explication consiste 
au fond dans un enchaînement satisfaisant de représentations, 
liant une représentation troublante à une représentation finale 
bien familière, l'image curviligne des fonctionspeut pleinement 
nous suffire comme représentation finale. On la restreindra 
selon les rigueurs de la précision mathématique, et on exigera 
peut être de telles courbes que leur marche possède les pro- 
priétés essentielles des courbes algébriques. 
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Or, les considéralions de l'article précédent montrent que 
toujours dans les fondions ancrthoïdes une représentation 
finale familière de ce genre fait absolument défaut. Il ne s'y 
trouve pas d'intuition déterminée et nette à laquelle nous 
puissions nous référer. L'analogie des courbes représentables 
peut fournir quelque chose de juste, seulement nous n'en 
avons aucune garantie. Personne, par exemple, ne sentira la 
nécessité d'une démonstration pour ce fait qu'une fonction 
comme a?", sinx, etc, entre deux points qu'elle lie d'une ma- 
nière continue, prend toute valeur intermédiaire. Mais dans 
les fonctions anorthoïdes. cette proposition n'est nullement 
évidente. Leur image pou?* l'Empiriste n'est jamais qu'une 
masse aussi compacte que Ton veut de points séparés, et la 
proposition ne pourra donc résulter que de la condition ana- 
lytique de la continuité. 

Dès que nous accordons à l'image curviligne une plus 
grande multiplicité que ne présente, par exemple, le concept des 
GQurbicSialgébriques, nous voyons quel'intuition, quand ilpeut 
en être question n'est sûre que si elle se fonde sur une expé* 
rieoce suffisante. Uu exemple très instructif est offert par cette 
proposition. : une fonction toujours finie dans une intervalle y 
renfernae une valeur maxima et une valeur minima, -r* 
Unprdfane dans le- donaaine expérimental de la Ibéorio des 
fôTnctlong est prêt à l'accorder tout de suile : et pourtant eli«: 
est fausse déjà pour des fonctions qui sont ortboïdes à l'e-teep^ 
tien de cerUiins points particuliers. En vérité nous ne le savons 
q%« parce que les ;discontinuités des formules de Fourier, .ei 
depuis d'autres exemples snns nombre, comme les fonctionslu 
de Farlicle 58, nous Font appris. 

'■ D'ailleurs par intuition on conclut souvent à des dépen- 
dances limites, dont l'existence ne doit pas à la vérité être 
mise en question, mais qui, à cause de leur mode de forma- 
tion également compliqué pour l'Idéaliste et pour l'Empiriste, 
ne peuvent nullement être considérées comme établies avec la 
rigueur mathématique. J'ai en vue entre autres les courbes 
enveloppes qui peuvent prendre naissance de deux manières. 
Une enveloppe est ou bien (pour l'Idéaliste) le lieu des points 
d'intersection successifs des individus en nombre infini d'une 
suite infînimr^nt dense de courbes; — ou bien la limite du 
contour du domaine total que couvrent les segments d'aire 
plane limités par les courbes individuelles. 

Qu'il s'agisse, par exemple, d'enveloppe de cercles. Dans le 
cas le plus simple où les centres d'une série de cercles égaux 
décrivent une ligne droite, l'enveloppe se compose évidemment 
de droites parallèles à celle-là. Seulementsi les cercles ne sont 
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pas égaux, ou si le lieu de leurs centres n'est pas une droite, 
ou enfin que ni Tun ni l'autre n*ait lieu, la formation de la 
courbe enveloppe ou de ses points isolés n'est pas, môme avec 
les foDclions les plus familières, d'une nécessité tellement 
évidente qu'on ne sente vivement le besoin, pour l'établir 
de procéder avec plus de rigueur qu'on n'a l'habitude de le faire. 
A plus lorte raison ce sera le cas, si les centres ou les 
rayons des cercles sont soumis à une variation an^^rthoulique. 
Qu'on tire l'enveloppe, par exemple, de cetle représenlation que 
les cercles couvrent un domaine dont le contour a pour limite, 
quand leur nombre augmente, l'enveloppe des cercles, — celle* 
ci sera également anorthoïiique. Mais nous avons vu qu'une 
dépendance anorthoïdique qui n'est pour l'Empiriste qu'un 
système de points aussi resserré qu'il veul, ne peut être consi- 
dérée comme limitation d'un domaine ; l'existence de la fonc- 
tion qui correspond à la courbe envelopprî ne peut donc pas 
être démontrée de cette façon. 

La méthode de démonstration de l'exi^lencfi des valeurs do 
fonction hypothétiques consiste en ceci : que l'on montrie^ 
comment elles peuvent êlre exprimées numériquement. pn,r 
exemple, par une fraction décimale dont on pourrait calculer 
chaque chiffre, si les quantités indéterminées du problème 
étaient données numériquement. J'ai déjà donné (arL.46), ea 
formant l'expression de la limite d'une suite de ffuanlités 
croissantes, un exemple de "^woeWla^Constiiictionsmiméinque»^ 
comme je les ai nommées; je vais dans cet article consr 
truire numériquement quelques aulres valeurs de fooçliou 
hypothétiques, et mon choix est tombé sur des théorôn^es 
tout particulièrement connus et auxquels beaucoup, d'outrofe 
analogues peuvent se ramener. J'observe pourtant .qu'i^, ne 
faut pas songer ici à épuiser l'objet ou seulement à donner 
une vue générale des espèces possibles de valeurs de fonc- 
tion hypothétiques numériquement représentables, que les 
recherches peuvent meltre au jour dans la théorie générale 
des fonctions. 

1. — Pour toute fonction f (a?) et dans tout intervalle (a, h) 
de son argument, où elle reste comprise entre des limites finies, 
— il y a une valeur minima qu'elle ne dépaase pas dans cet 
intervalle^ et une valeur maxima à laquelle elle n'est pas infé^ 
rieur e. Nous nommons de préférence ces valetirs « limitis 
supérieure et inférieure des valeurs de fonction. » 

Démonstration de l'existence de la limite supérieure. — 
Supposons, ce qui n'est pas une restriction, la fonction f(x) 
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> dans TinLervalle {a, b), et considérons les intervalles de 
fonction : 

^y < 1, 1 <y^2,2 < y^ 3,.. ..n <y<n+l. 

Si nous considérons maintenant l'ensemble des valeurs de 
fonction f(œ) dans l'intervalle (^, ^), il y aura un dernier in- 
tervalle 0Lo<y<^o + ifOh tomberont encore des valeurs de 

fonction appartenant à l'inlervalle (a, bj. 

C'est d'une afOrmatioa semblable que découlent la plupart 
des démonstrations de ce genre. Or, puisqu'il intervient un 
ensemble de valeurs de fonction, il nous faut Texaminer de 
plus près. Pour l'Idéaliste il n'y a là rien qui ne soit irrépro- 
chable. Il a en vue son équivalent de fonction géométrique 
consistant en toutes ses valeurs de fonction construites sur 
toutes les valeurs d'argument d'une étendue («,^); et quand il 
s'agit de savoir si des valeurs de fonction appartenant h, cet 
ensemble tomberont ou non dans un intervalle de valeurs, il 
lui importe peu que le nombre des valeurs de fonction soit fini 
ou infini; ou bien il tombe des valeurs de fonction dans l'inter- 
valle, ou bien il n'y correspond aucune de ces valeurs : lertium 
non datur.^ L'Empirisle se heurte au contraire àdes difficultés 
qui naissent de son concept de l'argument, puisque la panta- 
chie complète des valeurs d'argument considérées simultané- 
ment, ou des valeurs de fonction correspondantes n'existe pas 
pour lui. Toutefois, à l'égard ce ces difficultés, la limitation du 
concept général de fonction établie au commencement de ce 
chapitre, lui vient en aide. Si on s'en lient au concept de fonc- 
tion de l'Empiriste, notre proposition est également irrépro- 
chable,car la fonction consiste, à ses yeux, en formules valables 

Î)our des ensembles dénombrables de points particuliers de 
'argument, et en une formule générale pour le reste de la pan- 
tachie complète de l'argument. Considérons d*abord cette 
dernière formule générale, sans tenir compte des points ex- 
ceptés. De quelque manière que l'on s'imagine cette formule, 
analytiquement ou d'après la théorie des nombres, il faut que 
sa signification soit telle que nous puissions décider si les 
relations 

^ < /N^ (^ + 1), û < oc^ b, 

sont ou non possibles en même temps. C'est là le résidu logi- 
que de la question, l'hypothèse nécessaire de l'Empiriste, 
Quant aux ensembles dénombrables des valeurs de fonction 
exceptées, les limites supérieure et inférieure ont toujours, 
pour elles un sens très clair, comme cela résulte de la théorie 
exposée au chapitre suivant, des limites d'indétermination. 



- 193 — 

Pour la démonstration qui nous occupe, il nous suffit de nous 
en rapporter à cette proposition évidente que les valeurs indi- 
viduelles d'une suite quelconque de quantités toujours finies, 
finiront ou non par dépasser une quantité donnée d'avance. 

Après ces réflexions, la suite de la démonstration est très 
simple oLo < y <^o + i était le dernier intervalle de la suite. 

<y < 1, 1 < y ^2, 2 < y ^ 3, etc. 

où tombaient des valeurs de fonction correspondant à l'inter- 
valle d'argument (a, b). Partageons l'intervalle *« < y ^ a© + 1 

en dixièmes 

«0 + j^ <y^«o +^?-i-, n = 0, 1,2,... 9 

Parmi ces intervalles il y en aura encore un dernier contenant 
des valeurs de fonction f(x), ^ _^ ^ j^ ^« Pour ce dernier, soit 

n =z ai. Continuons de môme. Comme terme de ce processus, 
nous obtenons une valeur 

y = oCo, ai a^ ... 

qui est la limite supérieure en question des valeurs de f\x) 
dans l'intervalle (a, b). D'après son mode de formation, aucune 
autre valeur particulière de la fonction ne peut la dépasser, 
car les valeurs de fonction ne dépassent pour aucune valeur 
de p la quantité ao, aj aj . . . (a^ + 1)> ^^ 1^ diff'érence entre 
cette quantité et la fraction décimale sans fin ao, a, a2 . . ap, 
lorsque/) croît, tombe au-dessous de toute limite. Il n'y a pas 
de valeur plus petite jouissant de cette propriété, car toute 
valeur plus petite est dépassée par une valeur ao, a, a2 . . . a^ , 
et toute valeur de cette forme est dépassée par les valeurs de 
la fonction. 

Remarque complémentaire. — Il est à peine nécessaire 
d'ajouter que le théorème est encore vrai dans le cas d'un 
intervalle indéfini, si, par exemple, cet intervalle comprend 
toutes les valeurs d'argument œ > a, intervalle que nous 

désignerons ainsi (a, oo). Car par la substitution ce zz- à tout 
argument de Tinlervalle (a, oo) correspond un et un seul 



argument de l'intervalle (- ,oj. 



A cette proposition qui s'applique aux fonctions en général 
s'en rattachent d'autres ayant trait à des fonctions soumises à 
certaines restrictions, comme l'intégrabilité d'abord, puis la 
continuité. Il sera question plus tard de l'anortholdie intégra- 
is 
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ble. Pour le moment, nous devons démontrer quelques pro- 
positions particulièrement utiles, concernant les fonctions 
soumises à la condition do continuité ; (il en est une d'ailleurs 
sur laquelle nous nous sommes déjà plusieurs fois appuyé). 
Ce sont des conséquences directes de la proposition suivante 
réduite à sa plus simple expression. 

II. Soit une fonction f(x) continue dans Vintervalle (0, 1), 
supposons ï(o) > ^i); enfin soit y' une valeur quelconque 
satisfaisant à Vinéga'ité ï(o) ]> y' > fî(l) ; iV y a toujours une 

valeur minima x' (o < a?' _< 1), pour laquelle on a ï(x') zr y'. 

Démonstration. — Partageons Tintervalle (0, 1) en dixièmes : 
< a? -< 0, i ; 0, i < a? <;0, 2, etc. 

et soit 0, ai <^ Ïp"^o, a -|- 1 le premier dixième où les valeurs 

de fonction ne sont pas toutes ^ y'. Partageons de nouveau 
en dixièmes l'intervalle o, ai ^ a? -<^ o, ai + 1, et soit o, ai a2 

< a?<o, ai a2< I le premier centième d'intervalle (0, 1) où 

les valeurs do fonction ne sont pas toutes > y\ etc. Soit alors 

0?' =z 0, ai a2 . . . 
Il faut démontrer l'égalité f(x') =: y\ 

Dans rintervalîo o, ai a2 . . . a» «^ a? <' o, ai ai ... ap + 1, 
{p) ip) . . 
soient ^^ I ^k les limites supérieure et inférieure des valeurs 

de fonction f(x). Nous avons simultanément 

(p) "> ^ (p) 

yo =y^yk 

iP) (P) 

Or la différence entre ^j, ety^' lorsque p augmente, peut 
devenir aussi petit que l'on veut ; il ne saurait donc y avoir de 
différence entre y' et /\a?'), car cette 'différence devrait être 
indépendante de p. 

Si c'est l'intervalle (a, b) au lieu de (o, /), dans lequel la 
fonction est continue, que l'on prenne pour argument 
xa + t (6-a), et t ira de o à i, pendant que a? variera âe ah b. 

De la proposition précédente résulte immédiatement : 

II. Quand une fonction î(x) est continue dans un intervalle 
(a,b), il y a pour toute valeur y' située entre f(a) et f{b) une 
valeur x' située entre a et b, telle que l(a?') = y*. S*il existe 

plusieurs valeurs intermédiaires x' de ce genre, il s'' en trouve 

parmi elles une qui est la plus petite x ♦ et une qui est la plus 
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grande x - Pour ces valeurs on a donc les relations : 

a <x <, X < b 

1 2 

f(a) >f(x,) = r{xl) = !/'-^ m. 

m. Une fonction ï (x) continue dans un intervalle (afh)y 
devient égale à un certain instant à sa limite supérieure et' à sa 
limite inférieure. (*) 

Démonstration. — Il suIQt de considérer, par exemple, la 
limite supérieure. Je suppose tout d'abord f{a) ^ /*(^), et, par 

exemple, /* (a) <C /"(ô). Nous pouvons encore pour simpliûer 
poser f(a) •=. o, saut* à lever ensuite facilement cette restriction. 
Soit maintenant h =: po, pi p2. • • . la limite supérieure des 
valeurs de fonction f(x) dans Tintervalle (a, b) ; la fonction, 
d'après la définition de cette limite, prend dans (a, b) des 
valeurs comprises dans l'intervalle (h — 8, h) si petit que soit 

8. Supposons A — 8 > Po pi, P2 • . . Pji et soit f une va- 

A— 8 

leur de fonction satisfaisant à la condition h — 8 < /* < A. On 

A — 8 

peut alors concevoir, au sens de la proposition II, les quan- 
tités po; Po. Pi; Po. Pl p2, Po, Pl p2 .... Pj> ... • CommO 

valeurs intermédiaires de f(x) entre f(a) et /* , auxquelles 

A — 8 
appartiennent les plus petites valeurs intermédiaires de l'argu- 
ment, 070, Xi Xi .... Xj, .En diminuant 8, nous pouvons faire 
croître p. De là résulte que à la suite illimitée Po; Po, pi; etc. 
correspond une suite illimitée 57o, a?i, X2, ... de valeurs tou- 
jours croissantes, mais n'atteignant pas b, qui possède donc 
une limite : Appelons-la X. Il faut alors montrer que f(X) zrz h. 
Limitons autour de X un petit intervalle A. Il renferme des 
valeurs de fonction Po, Pi P2 . . . Pp , que je désignerai par 
A — 8^ , où par conséquent 8^. quand p croît où que A décroît, 
tombe au-dessous de toute limite. Soit t la plus grande diffé- 
rence des valeurs de fonctions f(x) dans Tintervalle A. Alors 



(•) Cette proposition III est énoncée d'après M. Weierstrass qui la 
démontre et remploie dans ses cours. Elle est donnée sans démoiistration 
par M. Schwarz (Borch. Journ. vol. 72, p. 141, sous la forme suivante : 
4C Une fonction continue cp [x) d'une variable réelle x donnée dans im inter- 
valle a. . .&, les limites incluses, atteint le maximum g des valeurs qu'elle 
prend, au moins pour une valeur Xo de la variable, telle que ^(a7o)=: ff' » 
En tous cas, M. Weierstrass paraît avoir le premier attiré l'attention sur 
la nécessité d'énoncer et de démontrer de semblables propositions. 
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la différence en[ref{X) et h — 8^ n'est pas plus grande que t, ou 
la différence entre f{X) et h n*est pas plus grande quer -f- 5^. , 
Une différence entre f{X) et h est donc impossible, car en 
resserrant l'intervalle A on rend la quantité t + 8^ aussi petite 
qu'on veut et f(X) et h sont absolument indépendants de Tin- 
Icrvalle A. 

Quand on a f(a) = /'(é), la construction numérique du point 
Xest tout-à-fait analogue. Si les deux valeurs extrêmes de 
rintervaile (/i, b) sont elles-mêmes les limites supérieure et 
inférieure, le théorème devient une tautologie. 

On obtient dans le premier cas la proposition que voici : 

III a. Si une fonction f (a?) est continue dans un intervalle 
(a, b), et que Von ait {(a) = t*(^). elle devient égale dans cet 
interoalU à ses Ihnites supérieure et inférieure pour des valeurs 
intermédiaires a <^ x < b, lorsque les valeurs i(a) =z ï(b) ne 
sont pas elles-mêmes limites supérieure ou inférieure. Si par 
exemple, 1(^)= ^(b) est limite inférieure y \\x) peut ne prendre 
cette valeur pour aucune valeur intermédiaire de œ, mais elle 
devient égale à sa limit*» supérieure pour quelque valeur intei^- 
médiaire de x, si on n^a pas constamment f(a?) =z f\a) =: f(^). 

La construction numérique des points des lignes enveloppes 
est analogue et ne présente aucun intérêt nouveau de nature 
générale. C'est pourquoi je ne m'attarderai pas plus longtemps 
là-dessus. (*) 

Dans le dernier chapitre de ces éléraentsje considérerai une 
fonction non pas dans un intervalle déterminé, mais pour un 
accroissement illimité de l'argument. Les propriétés générales 
de la marche de la fonction qu'on y trouvera concernent natu- 
rellement aussi la marche de la fonction dans le voisinage 
d'un point particulier de son argument. 



(•) On en trouve une étude plus serrée. Leip. Math. Ann.-tome XVIII 
597. 



CHAPITRE V 



Harche finale des fonctions 



65. — Principe général de convergence et de divergence et 
marche finale des fonctions dont Targument croît indéfiniment. — 
Nous avons essayé dans le chapitre précédent de développer 
le concept de la correspondance de la fonction h l'argument 
au sens le plus large et avec une rigueur complète. Il nous a 
sufft de supposer flni l'intervalle des valeurs d'argument. Si 
cet intervalle s'étend à l'infini et que des valeurs de fonction 
continuent toujours à y correspondre, les suites sans loi de 
l'Idéaliste reviennent tout de suite en question. Cependant 
l'examen de tout ce qu'il est possible d'imaginer dans la mar- 
che finale des fonctions, c'est-à-dire pour l'accroissement indé- 
fini de l'argument nous enseigne que, indépendamment des 
intuitions fondamentales de l'Idéaliste et de l'Erapiriste, cette 
marche finale possède certaines propriétés générales et qu'on 
y trouve sans exception certaines quantités et formes de varia- 
tion dont la détermination exacte, indispensable pour les 
considérations de limite et de convergence de toute nature 
forme l'objet de ce chapitre. 

Je place en tôte le principe général de convergence yi^vopvïélé 
de la marche finale des fonctions qui a pour conséquence 
l'existence d'une limite finie, déterminée, lim f(x). 

Nous étudierons à ce sujet les fonctions n'ayant pas de 
limite finie déterminée, où il intervient deux quantités fixes 
qui correspondent h la limite de la marche finale convergente, 
et dans cette marche deviennent égales entre elles et h cette 
limite. Ce sont les limites d'indétermination permettant de 
conclure par intuition au principe général de divergence^ sui- 
vant lequel la marche finale des fonctions, où manque la pro- 
priété supposée dans le principe général de convergence, n'a 
pas non plus pour terme une limite finie et déterminée. 

Cette élude delà marche finale des fonctions, quia fourni 
les limites d'indétermination, poussée plus avant pour satis- 
faire à de nouveaux besoins, nous apprend que la marche finale 
de toute fonction oscillant d'une manière quelconque, se trouve 
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renfermée entre deux fonctions variant chacune dans un sens 
unique. Je les nomme enveloppes d'indétermination. 

Enfln nous aurons à considérer la vitesse avec laquelle les 
fonctions qui ne varient que dans un sens croissent ou décrois- 
sent. Là intervient le concept de suites de quantités infinitaires, 

A part ce dernier point qui nous ramènera de nouveau 
aux intuitions fondamentales, les objets d'étude ci-dessus 
mentionnés ne se prêtent à la discussion de l'Idéaliste et de 
TEmpiriste que pour le concept de limite de constructions 
numériques ou de suites générales de valeurs discontinues ne 
variant que dans un sens, — et cela seulement en tant qu'une 
valeur exacte ou exacte à volonté est considérée comme limite. 
Il en est ainsi en particulier des raisonnements par lesquels nous 
établissons le principe général de convergence et de diver- 
gence. Nous pouvons ne pas distinguer à chaque pas les deux 
formes d'intuition, et parler des valeurs limites comme le ferait 
l'Idéaliste. Je reviens là-dessus maintenant parce que nous 
mettons la dernière main au concept de limite. Son élément 
essentiel, quoique le plus simple, la limite de suites de valeurs 
discontinues ne variant que dans un sens, nous l'avons assigné 
au domaine du concept de grandeur, qu'on ne pouvait com- 
pléter que de la sorte d'une façon satisfaisante. Le concept de 
limite appartient donc en partie au concept de grandeur, seu- 
lement il a un contour plus vaste : il pose les conditions géné- 
rales sous lesquelles des phénomènes quelconques, dont on 
peut ramener la mesure à celle des quantités linéaires, ont ou 
non une limite. Ce sont ces conditions que contient le principe 
général de convergence et de divergence. 

Qu'on démontre ce principe à la manière de l'Idéaliste ou de 
l'Empiriste, les fondements derniers de l'analyse, les deux 
concepts de grandeur et de limite, sont complètement établis, 
et le professeur, qu'il écrive ou qu'il parle, n'a plus sujet de 
« parcourir à pas rapides l'introduction à l'analyse. » 

66. — Principe général de convergence et de divergence — 
Remarque préliminaire. — Nous avons déjà donné au prin- 
cipe général de convergence et de divergence la forme 
suivante : 

Si la différence i (a?,) — f (a?), a?, > it?, à partir dune valeur 
suffisamment grande de x et pour des valeurs arbitraires de 
la différence Xi — a?, reste au-dessous d'un nombre choisi 
aussi petit qu'on a voulu, la fonction ï [œ) a alors une valeur 
limite dëterm'née. Mais si^ pour n'importe quelle valeur de œ, 
si grande quelle soit, on trouve pour f (x^) — f (x) {toujours 
a?, > 07 ) des va^et(,rs supérieures à un petit nombre quelconque 
mais indépendant de la variation de a?., f (a?) n'a pas de limite. 
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La fonction f (a?) n'est supposée soumise à aucune restric- 
tion. Je remarque expressément quo,pour plus de commodité, 
on peut supposer / (a?) donné pour toutes les valeurs particuliè- 
res de Targament, et par conséquent complètement déterminé 
(art. 57) — mais que nos raisonnements n'imposent jamais & 
la fonction une telle restriction. Lors donc qu*il est question 
d'une fonction f[x) de (a7),il ne s'agit que de valeurs de a? pour 
lesquelles elle est donnée. J'ai en vue, entre autres, la fonction 

f{n) = Ml + W2 + ... + î«n 

qui représente la somme de n premiers termes d'une série, et 
n'existe que pour des valeurs entières de n. 

On peut donner du principe général une démonstration 
préparatoire, pour ne pas dire superficielle, faisant ressortir 
les points qu'il s'agit d'élucider. 

Soit donc /(a?) un processus ordonné suivant la variablcîi;, 
et supposé susceptible de prendre des valeurs supérieures & 
une quantité choisie à volonté, qu'elle admette ces valeurs 
d'une manière continue, ou bien par sauts, ou bien par valeurs 
isolées. Soient Xy et x^ deux valeurs de a?. Si pour une quan- 
tité «, aussi petite qu'on veut, il n'existe pas une valeur X de a? 
suffisamment grand pour que la différence f(xi) — f(coi) (^ < 

Xi < Xi) ne puisse pas dépasser s, /{x) rCa pas une limite finie 
et déterminée. En effet, s'il existait pour f\x) une pareille limite 
F, il devrait exister, par définition de la limite une valeur X de 
X suffisamment grande, pour que x étant supposé > X^y — 

ffx)t et, par conséquent, y — /{xi), y — f{Xi)^ ne surpasse pas 
en valeur absolue — • La différence de ces deux valeurs ne sur- 
passerait donc pas « en valeur absolue. 

Au contraire, s'il existe pour chaque quantité e, arbitrai- 
rement petite, une valeur Xde x pour laquelle f{xi) — f\Xi) 
[X < Xi < X2J ne surpasse pas e, le processus (f^)^ ^^^ limiie 

finîê'et déterminée. Car alors on aura 

f(Xi) — f(xt)'-t<0^ f(Xi) - f[xii + e 

ou bien 

t[0Ci) — s < f(x^) < f(Xi) + e. 

CeU veut dire 1° que f\T2) est enfermée entre des limites finies 
fixes, si grand que soit x^ , de sorte que f\x) ne peut pas x 
croissant indéfiniment, croître ou décroître elle-même indéfi- 
niment ; 2« que Toscillation de fj^x) ne peut jamais dépasser 
2 «, quantité arbitrairement petite, à partir de la valeur X, 
suffisamment grande. Et de ces deux faits on conclut à l'exis- 
tence de la limite F. 
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La démonstration du principe de divergence que nous 
venons de donner est parfaitement exacte et doit suffire à 
toutes les exigences pratiques. Seulement elle laisse subsister 
un certain vide. La divergence d'un processus peut dériver de 
tant de causes que notre démonstration embrasse dans un 
môme raisonnement, qu'on en reste pourtant à se demander 
sur quoi se fonde en réalité cette divergence. Ceci nous engage 
de nouveau à examiner géométriquement la marche finale des 
fonctions, comme si cette démonstration n'existait pas. 

La démonstration du principe de convergence au contraire 
n'est pas suffisante môme pratiquement. Car, nous fondant sur 
les deux faits que f{x) reste finie et qu'à partir de valeurs 
suffisamment grandes de a:, son oscillation devient arbitrai- 
rement petite, nous présumons avec la plus grande vraisem- 
blance l'existence de la limite ; mais il faut monlrer comment 
elle s'ensuit avec nécessité. La démonstration n'est donc pas 
complète. 

Dans Tarticle suivant nous comblerons cette lacune qu'on 
ne saurait laisser subsister dans la démonstration d'un des 
théorèmes les plus généraux et les plus importants de 
l'analyse. 

Pour développer ensuite tout le contenu du principe de 
divergence, nous renfermons dans ces limites fixes les diverses 
manières suivant lesquelles une fonction suit son argument 
jusqu'à l'infini : Nous reconnaissons ainsi d'un point de vue 
plus élevé dans quelle circonstance se présente la chose 
particulière qui se nomme limite, et parvenons alors à une 
réelle intelligence du principe général. 

67. -—Principe général de convergence avec des propositions 
complénientaires. — C'est donc la variation de la différence 
f(oc,) -~f{x)y .Cl >►£»?, X croissant indéfiniment, qui établit une 
première classification pour la marche finale des fonctions. 

La première proposition de convergence est la réciproque 
d'une conséquence immédiate de la propriété essentielle de la 
limite. Si f(x) croissant indéfiniment, a une limite y, c'est-à- 
dire si des différences de la forme y — fi^J^ y — /*(a?i),....ont 
la limite zéro, quand a?, a?i , .... prennent une suite quelcon- 
que de valeurs croissant sans limite, — alors zéro est aussi la 
limite de la difi'érence f(cc,) — f{œ) de deux pareilles différen- 
ces y— /* ^x), y — f(^i ). La réciproque s'énoncera ainsi : 

I. Si la différence f (a?i) — ï (x), Xi > x,x croissant indéfini- 
ment ^a pour limile zéro , il exiate une quantité y telle que y— i{x) 
a aussi la limite zéro pour la même variation de œ. 
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Démonstration.— Puisque f(cc^)— f (œ) peut devenir aussi 
petit qu'on veut pour des valeurs de x suffisamment grandes, 
fixons une valeur x' telle que pour en <x <^a?, , la valeur 

absolue de f (x^) — f (x) no dépasse pasITne quantité e' choisie 
aussi petit qu'on aura voulu. Le valeur de f(x) tombera alors 
pour toute valeur x > x' dans l'intervalle ( fx') - e', f{x) +e'), 
Posons f{x') — &' = j:,f(x) + e' ~ p*. Fixons ensuite x" > x 
telle que poura?"_^a? < Xu la valeur absolue /"f a?,) -- f (x) 




seule des valeurs f (j:' ) — s", f (a?*') -|- z'* peut tomber en 
dehors de (a, p'). Désignons par (a**, p") la partie de l'inter- 
valle [f{x') — e", f(x'') + e'*) qui appartient à (%' py / (x) 

reste à partir de a? = x\ dans l'intervalle (a" p^, qui est •<2£". 

De cette façon nous pouvons assigner à f (x) des intervalles de 
plus en plus petit. Fixons ccf" > a?" de telle façon que la valeur 
absolue de la différence / (x") — f (x), pour aî'"<J x < Xi ,ne 

dépassent pas s'" < s", et désignons par ( a'",p'"na porlion de 
l'intervalle /•(»'") — z'\ f (a/") + z'") qui appartient à ( a" p'' ). 
A parlir de a?=: x"\ f (x) variera dans l'intervalle (a" P'")< 2 s"', 

et ainsi de suite. Lessuilesde valeurs a', a", a"', ...p', p~, p"'.., 
qui ne varient que. dans un sens ont chacune une limite, et ces 

limites sont égales si e', e", £*", ont pour limite zéro. Soit 

y la limite commune aux a et aux j3. On pourra toujours indi- 
quer une valeur a? de a? assez grande pour que, x éiant > x, 

la valeur absolue de y — f (x) reste au-dessous d'une quârTtité 

petite fixée d'avance 2 c. On as** < 7 <e^''~''*\ de mêmeÂp= x^^'K 

Si la fonction f {x) n'est constante dans aucun intervalle de 
l'argument, cas qui n'est pas exclu de la démonstration précé- 
dente, les valeurs x\ a?", jr'", . . . , croissent infinimeni .C.Q.F.D. 

On peut encore démontrer la proposition autrement, en 
construisant numériquement la limite Y, Toutefois la démons- 
tration précédente, qui n'est pas longue, satisfait a le lecteur. 

Il y a une proposition assez générale, sans l'êlre autant 
que I, qui est souvent utile ; c'est lai, proposition III de l'article 
46, étendue des valeurs^ discontinues aux fonctions. 

II. Une fonction ï {x), ne variant que dans un sens et qui 
reste comprise entre des limites finies, possède toujours une 
limite déterminée quand Cargument croît indéfiniment, 

A une époque, où je considérais cette proposition comme 
un axiome devant former le concept propre de limite, je me 
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donnai beaucoup de mal pour en déduire la proposition I. Je 
voulus me persuader que la proposition II est le premier prin- 
cipe. Toutefois entre ces deux-îà et celle qui est relative à la 
limite de suites de valeurs discontinues variant dans un sens 
unique, il existerait plutôt le rapport que voici : La dernière 
est en réalité le premier principe, en tant qu'elle permet de 
passer des limites les plus élémentaires qu'on peut imaginer, 
comme les limites de fractions décimales posées par nous 
comme fondement, aux propositions générales I et IL Mais 
Texpression la plus générale comprenant tous les cas parti- 
culiers est certainement la proposition I. 

La limite dont II affirme l'existence dans les conditions 
énoncées peut sans difficulté se représenter numériquement, 
comme nous allons le montrer. Mais les hypothèses qu'énonce 
cette proposition peuvent se ramener aussi facilement à celles 
de la proposition 1. Voici une démonstration concluante de la 
proposition IL 

Supposons que f(x) augmente sans cesse pendant que â? 

croît indéfiniment, qu'elle ne dépasse pas une quantité fixe, et 

qu'elle ne reste jamais invariable à partir d'une valeur de œ. 

Il y a a4ors dans tous les cas un plus grand multiple ao de 

l'unité de longueur que f (x) dépasse en croissant, sans quoi 

cette fonction croîtrait au-delà de toute limite. La fonction f[x) 

ne peut pas atteindre le multiple suivant, car elle devrait alors 

le dépasser en vertu de l'hypothèse qu'elle ne reste jamais 

constante. Partageons maintenant l'étendue qui s'étend de ao 

è ao -j- 1 en dixièmes de la longueur unité. H y a alors un 

I 
plus grand multiple a, de q^ (ai < 10) qui sera dépassé par 

f(œ) — ao , tandis que aj -f 1 dixièmes ne seront pas atteints, 
f(œ) varie ainsi, à partir d'une valeur suffisamment grande de 
X, entre ao a, , et ao aj -j- 1. Puis elle varie, à partir d'une 
valeur plus grande de x, entre ao ai aa et ao ai a^ -j- 1, etc. 
Soit 



Y z=L a©, aj aa 



Quand f(x)f poura;=:a?p a dépassé la quantité ao, ai ag . . .ap, 
on a. pour x > x^, 

ao, ai aa . . . ap < f(x) < Oc, a, (x..^ . . . ap + 1 

1 

ou / (x) — Xq, ai aa ap < jg^ 

On a aussi 
Y — ao, ai a2 . . . a^ ^ jg^ 
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Si donc on retranche cette deuxième différence de la précé- 
dente, on a à fortiori 

et on peut rendre cette diflférence aussi petite qu'on veut, en 
prenant passez grand, et, par conséquent, en choisissant assez 
grande la limite inférieure des valeurs de œ. Y est dont la 
limite de f(x), C. Q. F. D. 

De ce que f(cc) croissant constamment ne dépasse pas une 
limite finie on déduira la condition de la proposition /, à savoir 
que f{œi) — fl[ar), œi t> x^ quand x croît indéfiniment a pour 
limite zéro. Si, en effet, il n'existait pas de valeur .c* telle que 
pour »'<«;<' a?!, la différence f(a7i) — f(x) ne dépasssât plus 

une quantité s, prise aussi petite qu'on aurait voulu, il y aurait 
nécessairement pour toute valeur de a?, une valeur plus grande 
Xi, pour laquelle f\xi) — /{j) *> s. Et si on forme une suite 
illimitée de pareilles valeurs a?, Xi, Xi, .... de f{xi) — f{x) J> e, 
résulte f(xi) — f{Vi) > s, etc. de sorte que f(x) croîtrait indé- 
finiment, ce qui est contre l'hypothèse. 

J'ajoute à cette étude du principe de convergence des 
propositions complémentaires. La condition de la première pro- 
position, que f(xi) — t'(x) doive tomber au-dessous de toute 
limite, peut-être parfois, surtout dans le cas de variables 
imaginaires , avantageusement remplacée par une autre , 
comme on va le voir. 

III. — Si le quotient '-^-j a pour lim 1 grand x et Xi crois ' 

sent indéfiniment, f[x) possède toujours une limite. Seulement 
f(x)peut aussi, sans que cette condition soit remplie, avoir une 
limite, si zéro at cette limite. Alors, au lieu du quotient simple 

c'gst L V . ^ ^ oh a a une valeur arbitraire, qui a pour lim 1. 
f\x) +x 

Si U^ a pour limite 1, fin) ne peut croître au-delà de toute 

f\X) ^ I \ f L 

limite, car pour x^ > x, ce quotient pourrait prendre une suite 
de valeurs aussi grandes qu'on voudrait. Mais si f{xj ne peut 
croître au-delà de toute limite, il résulte de l'égali'té 

que f{Xi) — f(r) a pour lin zéro en même temps que h^ — 1. 
Puis de 
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il résulte/que le second facteur s'évanouit en môme temps que 
f{x^ — f{œ), et réciproquement. 

IV. — Sila différence de deux fonctions f{x^) — «p (a?) tombe 
au-dessous de toute limite quand x et Xi croissent indéfiniment, 
f{x) et <p (x) ont chacune une limite, et ces limites sont égales. 

On ne suppose aucune relation entre a; et o^i . Qu'elles soient 
égales ou inégales, f(x^) — f{x) doit avoir pour limiie zéro. 
Ecrivons 

f(x,) - 9 H = A-^i) - A^) + [/W - ? (^)] 

/(.r,) — ç (a?) = cp (Xi) — ç (a?) + [f(Xi) — cp (afi)] 

Il s'ensuit que f{x) et ç (x) ont chacun une limite, et de lim 
(/(a?^ — cp (a?) =r résulte que ces limites sont égales. 

Nous en avons fini avec le principe général de convergence. 
La discussion du principe de divergence exiçe maintenant que 
nous considérions la marche finale des fonctions qui n'ont pas 
de limite. Il intervient là, au lieu d'une limite, deux valeurs 
limites que j'ai appelées limites d'indétermination, et dont il 
est question dans l'article suivant. 

68. — Limites d'indétermination. — La fonction f(x) ne peut 
évidemment, quand x croît indéfiniment^ que posséder une 
limite ou n'en point posséder. 

Dans le second cas, f\x) peut ou bien prendre des valeurs 
qui, en grandeur, soit dans le sens > o, soit dans le sens <^ o, 
soit dans les deux, laissent en arrière toutes limites, ou bien 
f\x) devra nécessairement rester comprise entre des limites 
déterminées, et puisqu'elle ne doit pas avoir de limite, oscillera 
indéfiniment. 

Examinons de plus près le dernier cas. On sent que, de 
quelque manière que se tasse cette oscillation, elle doit, suivant 
les vues de l'Idéaliste, finir par se produire entre des limites 
déterminées De? éclaircissements précis sur une pareille 
marche finale de fonction sont fournis par la proposition 
suivante relative aux limites d'indétermination, par sa démons- 
tration et les considérations qui s'y rattachent. 

V. — Si une fonction \\x\y x croissant indéfiniment^ reste 
comprise entre des homes finies, il existe deux quantités fixes 
U et 0, entre lesquelles f(x) oscille à partir de valeurs suffisam- 
ment grandes de x; ou bien elle en approche autant qu'on veut, 
ou bien elle finit par les dépasser d'aussi peu qu'on veut \ ou 
bien enfin, sans les dépasser, elle leur est égale un nombre 
indéfini de fois. 

Ces quantités U el 0, nous les nommerons limites d'indé- 
termination de la fonction /(x). 
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TouL d'abord il doit y avoir pour chaque valeur de x une 
plus petite quantité o (x), que ne dépasse plus f\x + $), si 
grand qu'on imagine $, puisqu'on suppose que f(x) ne peut 
pas croître indélîniment. (Arl. 64, I et compléments). La quan- 
tité o (œ), quand x augmente, ne croît pas, parce que c'est la 
plus petite que fhc) ne dépasse pas. Mais alors comme elle ne 
peut tomber au-dessous de toute limite, il existe nécessaire- 
ment (art. 67) une quantité déterminée 0, telle que — o(x-\-l) 
puisse tomber au-dessous de toute limite pour a? suffisamment 
grand. Nous nommerons la limite supérieure d'indétermi- 
nation. — On arrivera de même à l'existence de la limite 
inférieure ^d'indétermination. — C. Q. F. B, 

A celte démonstration de l'existence des limites d'indéter- 
mination et £/ je joins quelques éclaircissements et quelques 
exemples. 

1. — Comme nous le montrera un examen plus approfondi 
à propos des enveloppes d'indétermination, il y a tout d'abord 
au point de vue de la fonction o(x) deux cas à remarquer. Ou 
bien f(x), pour ,c suffisamment grand, admet dans l'intervalle 
(x, 00 ) une limite supérieure, qui lorsque x croît indéfiniment 
reste invariable dans ce cas o(x) est constanle et égale à 0, 
qui est alors la limite supérieure d'indétermination de f\x). 
Ou bien la limite supérieure de f\œ) dans l'intervalle {x, oo) 
diminue quand x augmente : C'est le cas où o{x) est variable 
et ne fait que diminuer jusqu'à 0, 

Pour parler comme VIdéaliste, la fonction f{x) oscille à 
l'infini entre les valeurs et Uy auxquelles elle redevient sans 
cesse égale. 

2. — On a coutume de dire d'une fonction dont les limites 
d'indétermination et 6^ diffèrent (car elles peuvent aussi être 
égales) qu'elle est indéterminée pour a? = oo . Lorsqu'elle est 
continue, cela signifie qu'elle prend un nombre illimité de fois 
toute valeur de l'intervalle (f^+ s, + ^i )» où s et sj , qui 
peuvent s'annuler, sont d'autant plus petits que les arguments 
sont pris plus grands. On peut exprimer cela analytiquement : 

hm f(x) = — ^ h j —g — 

où y représente toute valeur de l'intervalle (— 1, + 1). C'est 
dans le signe qu'est renfermée l'indétermination de la limite. 

Si au contraire f(x) n'est pas continue, elle peut ne pas 
prendre toute valeur comprise entre et U, et alors ^ ne dési- 
gnera que -|- 1 et — 1, ou bien ces deux valeurs ainsi qu'un 
nombre convenable de valeurs intermédiaires. 

Il n'est peut-être pas superflu de faire remarquer la diffé- 
rence qu'il y a entre le signe j et le signe ordinaire 0, qui, 
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chez Cauchy, désigne d'habitude une valeur inconnue entre 
zéro et 1, par exemple, dans les considérations sur le reste, où 
une valeur comprise entre œ el x -{- h est désigné para; -{- Sh, 
o < < 1. Cette ignorance subjective marquée par 0, d'une 
valeur déterminée appartenant à un intervalle connu, est natu- 
rellement tout-à fa«t distincte de Tindétermination objective 
représentée par 7. 

3** Pour donner quelques exemples de limites d'indétermi- 
nation, soit d'abord f(ûc) zz cos a œ, f(ijo) oscillera entre — 1 et 
+ 1, prendra ces valeurs un nombre illimité de fois, mais n'ira 

pasau-delà. Si on pose ensuite /l[x) = e * cos oliv. et f(x) = 

e'^coj a X, les limites d'indétermination de ces fonctions seront 
les mêmes, seulement la première n'atteindra jamais les valeurs 
— 1, +1, la dsuxiôme les dépassera toujours. Dans les fonc- 
tions qui ont — 1 et + 1 pour limite d'indétermination, la 
limite est y. Ainsi 

,. ^ 1-1 ,. 1 + 1 
hm e cos x = —^ 1- j —^ =^. 

Je citerai ensuite des fonctions qui ne varient que par sauts 
brusques. Nous pouvons en déflnir de telles que f(x) pour 
n<^a?< n -\- i (n étant un nombre entier) ait une va- 

leûF constante cp (n), où -f est une fonction donnée. Posons, 
par exemple, cp (n) = sin n ~, f{x) aura encore les limites d'in- 

//v 

détermination +1, — 1, si m est pair. Au contraire, si m est 

impair, les limites d'indétermination sont + ( 1 — ^'^*r" )."" 

Lorsque on pose cp (n) m Wi + W2 + . . . . + w» , c'est-à-dire 
cp (n) = la somme des n premiers termes d'une série, les 
limites d'indétermination s'mlroduisent dans la théorie des 
séries, où elles rendent des services tout particuliers. 

Géométriquement on représentera les limites d'indétermi- 
nation par deux parallèles à a?, d'ordonnées Uei 0. La fonction 
f(œ) qui, si elle est représentable, est une ligne s'étendant à 
l'oo dans le sens de a? ^ 0, peut d'abord avoir une variation 
quelconque; elle finit par se renfermer de plus en plus dans la 
bande comprise entre U et 0, si elle ne s'y trouve pas tout 
d'abord. 

69. — Principe général de divergence. — Nous pouvons 
maintenant démontrer géométriquement le principe général 
de divergence qui s'énonce ainsi : 
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VI. — Si la différence f(a?i) — \(x) ne reste pas au-dessous 
d'une quantité aussi petite qu'on veut pour toutes les valeurs 
X et Xi supérieures à une valeur de grandeur suffisante^ 1 (i.?) n*a 
pas de limite déterminée. 

Pour le démontrer, examinons tous les cas possibles dans 
la marche flnale des fonctions. Quand f(x) croît ou décroît au- 
delà de toute limite, f(xi) — f(œ) peut toujours ôiro aussi grand 
qu'on veut. — Si en second lieu f\x) varie entre des bornes 
finies, et que les limites d'indéterminations et U qm alors 
existent toujours soient différentes, f[x) finissant par ôlre aussi 
voisines qu'on veut de et U, la différence f(cCi)—f{r),Xi > x, 
peut devenir d'autant plus voisine de la différence — U que 
X est plus grand. 

Enfin supposons O et £/" égales entre elles. Si o (a?) et w (a?) 
désignent les limites supérieure et inférieure de f{x) dans 
Tintervalle (a?, o©), on a dans ce cas. 

lim n: (a?) =3 lim u {iti) ::z =z U 

Mais puisqu'on a toujours o {x) > f(x) > a (j), quand 
= f/, la différence f (xi) — f(x) doit avoir la limite zéro, 
pour X et Xi inflnis. 

Il y a ainsi 3 cas possibles : 

1° La fonction /* (a?) ne varie pas enlre des bornes finies 
déterminées. 

2° Elle varie entre des bornes finies déterminées, mais ses 
limites d'indétermination sont différentes. 

3° Elles sont égales entre elles. 

Dans le 3™' cas seulement, d'après ce qui précède, la limite 
de f(xi) — f(x) est nulle, de quelque façon que x et Xi crois- 
sent indéfiniment. Si f(Xi) — f{x) se comporte autremeni, on 
ne sera pas dans le 3"*® cas f(x) aura alors des limites 
d'indétermination différentes (^ et Uy ou bien, en général, elle ne 
variera pas entre des bornes finies ; et dans ces deux cas, le 
processus infini représenté par f(x) ost appelé divergent. 

Par là le principe général de divergence est mis en évidence 
et la connexion entre la marche finale des fonctions et celle de 
la différence / (xi ) — f{x) se trouve établie en toute généralité. 

Nous avons été conduit par celte démonstration à des 
considérations générales sur la marche des fonctions à l'infini, 
que nous ne pouvons pas encore arrêter là. Les limites d'in- 
détermination sont déjà des points fixes parmi la multiplicité 
que présente la marche de la fonction. Mais il surfit de pénétrer 
un peu plus avant dans les possibilités qu'embrasse cette 
multiplicité pour découvrir encore des lignes fixes qui accom- 
pagnent à l'infini toute variation, si oscillante et si accidentelle 
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qu'elle soit ; cela permet à maintes éludes analytiques sur la 
convergence de faire abslraclion des oscillations et leur 
conserve Tavanlago de n'avoir affaire qu'à des fondions variant 
dans un sens unique. Les lignes fixes qui sont propres à toute 
variation illimitée, je les nomme enveloppes dCindétermination, 
En voici la description et la théorie. 

70. — Théorie des enveloppes d'indétermination. — Nous ne 
soumettons actuellement la marche des fonctions à aucune 
restriction : / {x) peut rester finie ou dépasser toute borne. 
Tous les cas possibles que peut présenter sa marche sont de 
trois sortes : 

1*» Ou bien f (œ) atteint, si x croît à partir d'une valeur suf- 
fisamment grande a?, des valeurs revenant constamment qui 
sont supérieures à toutes les précédentes depuis a?. L'Idéaliste 
dirait que, a? étant supposé > X, /* {oc) ne prend que pour 
a; zn 00 sa valeur finie la plus grande possible ou sa valeur in- 
finie. C'est là la première espèce de variation des fonctions. 

Où bien /"(a?), quand x croît, prend sans cesse des valeurs qui 
ne sont dépassées par aucune valeur suivante. — Cela fournit 
les deux autres espèces de variations de fonctions : 

2^ f'(x) prend sans cesse, x croissant, des valeurs qui ne 
seront jamais plus atteintes. 

3° f(x) atteint sans ciîsse, à partir d'une valeur X de a? 
une certaine valeur qui, pour de plus grandes valeurs de 
l'argument, sera toujours atteinte mais non pas dépassée. 

Ces distributions permettent de resserrer en général la 
variation illimitée des fonctions entre desfonclions.ne présen- 
tant pas d'alternative de croissance ou de décroissance. 

1. Dans le premier cas, faisons croître œ à partir d'une 
valeur X suftisamment grande et construisons une fonction 
toujours croissante 0{x), comme il suit : 

Soit d'abord Xi la V valeur de« < X, pour laquelle /(ûî) 

n'est pas moindre que pour une valeur précédente quelconque 

de X (X<x < Xi). Dans l'intervalle X Xi, soit 0(x)^z f(X) 

Soit ensuite 0(aî)zz /(a?) pour toutes les valeurs «; (à partir 
de Xi) pour lesquelles f\x) est plus grande que pour toute 
valeur antérieure de x. Pour les autres valeurs x, 0(x) est 
toujours égal à la dernière valeur 0(a)) qui était égale à f(x). 

2. Si /(a?), œ croissant, prend sans cesse des valeurs qui ne 
seront plus atteintes, soit Jfla l"^* de ces valeurs. Dans ce cas, 
définissons une fonction (a?) n'augmentant jamais, telle que 
(x) = f[x) pour toutes les valeurs qui rendent f(x) plus 
grand qu'il ne sera désormais. Pour les autres valeurs de 
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œ > Xj soit 0{x) égale à la l»* valeur suivante de /"(a?), qui sera 
égale à 0{œ). 

3. Si f(x)j à partir d'une valeur X de œ, prend sans cesse 
une valeur qui sera de nouveau toujours atteinte, mais jamais 
dépassée, soit 0(x) égale à cette valeur. 

Dans la construction que je viens de décrire. J'ai en vue de 
mettre hors de doute de la manière la plus rapide et la plus 
générale l'existence de pareilles lignes renfermant à l'infini 
tout processus illimité. Mais il existe évidemment des fonctions 
en nombre infini variant dans un sens unique, qui se compor- 
tent exactement de la môme manière à l'égard de la marche 
finale de f{œ). Le point essentiel doit être maintenant placé 
dans cette manière de se comporter, et la nature des envelop- 
pes d'indétermination importe peu pourvu qu'elles fournissent 
les mômes r.îsultats que celles décrites plus haut. Détermi- 
nons donc le concept des enveloppes d'indétermination par la 
proposition suivante : 

VII. — Soit donné une fonction quelconque f (a?) d*un argu- 
ment œ que nous faisons croître indéfiniment, il existe alors 
toujours deux fonctions {x) et U (x) qui possèdent les propriétés 
suivantes : 

1. Chacune de ces fonctions varie dans un sens unique mais 
peut aussi être constante, 

2. X croissant sans limite, (x) — f (a?) s'annule unnonibre 
illimité de fois aussi bien que ï(x) — U (a?). 

3. On a toujours (x) > H^)> U (x), mais dans le seul cas 
ou ï[x) elle-même varie dans un sens unique (a?)=f (iw) iz: U(a?). 

4. Lorsque les fonctions (x) et \J(x) ont des limites, ce sont 
les limites d'indétermination et \J de f(x). 

Toute fonction possédant les 4 propriétés précédentes doit 
s'appeler enveloppe d'indétermination. La fonction f(x) oscille 
entre elles. Par enveloppe on entend ordinairement, au sens 
de Monge, des figures imaginées autrement que nous venons 
d'indiquer. Toutefois on me passera cette dénomination à 
cause du caractère enveloppant des fonctions 0{x) et U(x). 

Mon concept des enveloppes d'indétermination va déjà 
nous servir pour décrire rapidement la marche des fonctions. 
En effet. 

1. Les enveloppes peuvent, toutes deux dans le sons > o 
ou toutes deux dans le sens < o, ou l'une dans le sens > <?, 
l'autre dans le sens < o, dépasser toutes bornes. 

2. L'une peut dépasser toute borne, > o ou < o, l'autre 
avoir une limite. 

14 



— 210 — 

3. Elles peuvent avoir chacune une limite. 

4. Elles peuvent ôlre identiques Tune à Tautre et à la fonc- 
tion f(œ), quand celle-ci varie dans un sens unique. 

5. Leurs limites peuvent être égales. 

Ce sont là des distinctions très-générales. On peut ensuife 
se demander si les fonctions approchent de leurs limites en 
croissant, en décroissant ou en restant constantes. 

On peut compter d'après cela 24 espèces de marches de 
fonction, en comptant pour un le cas ou (x) qI U [x) ont la 
même limite et celui où la variation de f(x) est à sens unique. 
Représentons par a, d, c les mots augmentant, diminuant, 
constant entre des limites finies, et par + oo , — oo les expres- 
sions au-delà de toute borne positive, de toute borne négative. 
Voici les 24 cas : 





0(x) 


U(x) 






-f GO 


— 00 


1 




— 00 


— 00 


1 




+ 00 


— 00 


1 




+ 00 


a d c 


3 




a d c 


— 00 


3 


0> U 

0- u 


a d c 
a d c 

Oipo)- 


a d c 

a d c 

U{a:) f(x) 


9 
5 
1 



24 



Pour l'application il suffira d'avoir présente à Tesprit la 
distinction antérieure en 5 cas, et ces 24 serviront à compléter 
Timage. 

Je donne encore à la fin de cet article quelques exemples 
d'envoloppes d'indétermination. Considérons les fonctions 



X 



X 



e C08 Xy e cos a-. Pour la première on peut poser 
0(.v)= e^ U(x) = '-'e 



j 

JC 



1 

X 



1 

X 



Pour la deuxième^ 0[x)=.e U fx) = ^ e 
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Pour la troisième, (a?) = zz 1 ; U {x)ziz Uz=. 1. 

Pour e — 2 cos a?, on a 

1 

-h— 
0[x) — / (a?) = e—^ ( 1— cos x), 

quantité qui s'évanouit un nombre illimité de fois, mais n'est 
jamais négative, de sorte que les conditions de la proposition 
VII sont remplies. 

i^ 1 

Les enveloppes d'indétermination de — cos œ sont zh— 

^^ X X 

elles limites d'indétermination sont znU :=. o. 

71. — Marche finale à sens unique des fonctions et pantachle 
infinltaire. — Le cas d'une fonction'/* (x) variant elle-même 
dans un sens unique dans lequel on a O (a?) = U (x) nz f (a?), 
est très important, car à celte variation à sens unique se ratta- 
che tout ce qui a trait à la croissance et à la décroissance rela- 
tive des fonctions. 

Une fonction à sens unique peut dépasser toute borne 
> o ou < o, ou bien elle peut avoir une limite finie. Dans le 
V"^ cas, il suffit d'étudier la marche croissante de la fonction ; 
dans le second, on peut supposer que zéro est la limite, car il 
suffira, si la limite n'est pas nulle, de la retrancher de la 
fonction pour être conduit h la limite zéro. Mais les fonctions 
à sens unique qui ont pour limite zéro pouvant être considé- 
rées comme inverses de celles qui croissent indéfiniment,nous 
pouvons nous borner ici h considérer les dernières. 

Il s'agit donc de fonctions qui, pour parler comme l'Idéa- 
liste , deviennent infinies en ne faisant jamais que croître. La 
théorie de la vitesse relative de cette croissance est l'objet du 
calcul infinitaire que nous développerons plus tard. Je ne 
donnerai ici de cette théorie que les éléments nécessaires pour 
les concepts fondamentaux de la théorie générale des fonctions 
dont ce chapitre termine l'étude. 

Représentons-nous une série de fonctions croissant cons- 
tamment et indéfiniment et considérons-en deux quelconques, 
f (x) et îp (x). On dira que / (x) croît plus rapidement que cp(a?), 
si à partir d'une valeur X suffisamment grande de x,f(x) > (fiV, 
— et si la différence f{x) ^ (x) augmente aveco;. Les applica- 
tions donnent à cet accroissement diversement rapide des 
fonctions un intérêt particulier si la fonction f(x) qui croît le 
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plus vite présente une supériorité de vitesse telle que le quo- 
lient '4-| croisse également sans limite. 

Le langage de TEmpiriste convient si peu à la nature pro- 
pre du sujet qui nous occupe, il serait si traînant, qu'ici au 
moins nous nous promettrons d'appliquer la terminologie de 
l'Idéaliste. Nous savons très bien maintenant ce qu'il nous faut 
entendre par là,et n'est-ce pas un avantage bien naturel de no- 
tre élude des principes, qu'elle donne, comme toute explication 
fondamentale, libre carrière non-seulement à l'idée mais à 
l'expression. 

Suivant que le quolient ^-M aura la limite infinie ou 

nulle, nous dirons : fijxî) a un infim plus grand ou plus petit 
que <p (a?) ; et si ce quolient a une limite différente de zéro et 
de rinfini, / (x) et <p (a?) ont un infini égal. Nous écrirons. 

f(x) inf, > cp (x), f {x) inf. < 9, /* (a?) inf = <p (a?), pour 
dire : 

lim fM - 00, lim ^^. - 0, < /im ^ < 00 , 

ou bien, /"(a?) a un infini supérieur, inférieur, égal à celui de 

J'appelle les relations f (x) inf = -f (x) égalités ou inégalités 

infinitaires. Elles comportent des opérations multiples quisont 
l'objet d'une espèce propre de calcul, du calcul infinitaire. Je 
me contente de mentionner ici ce fait immédiat que des rela- 
tions. 

f (x) inf > /; (3) 9 (x) inf > <pc (x). X {x) inf= A, (x), on 
conclut également celles-ci : 

dzl ±1 

f{x) 9 (x) inf>f, (x) cp. (x), f(x) X (x) inf. > f {oc)\ {x), 

et, suivant que f(x) inf > / (x), ou inf ^'k (x), 

f(x)±'k (x) inff (x) ±\ (x). 

J'observe encore en passant que les mêmes désignations et 
formules s'appliquent aux fonctions qui décroissent indéfini- 

ment jusqu'à zéro. Pour exprimer les relations lim Mr\= 

ou f (oi) inf<^(^ (x) , on dira f (x) a un zéro plus petit que ç {x), 
La grandeur des infinis conduit évidemment à un principe 



-213- 

d'ordination pour les fonctions croissant constamment. On peut 
les ranger en une série 

• ••/!> {^) . . • fx (^) ... /a («), . . • 
telles que chacune ait un infini plus grand que toutes les pré- 
cédentes et que toute fonction entrant dans la suite y ait une 
place déterminée. 

Si on pose LogiC^: to, llxz= l^oo, lllx z=z k œ, etc., la 
série suivante est de ce genre : 

^ (1) X 

Le quotient de chacune de ces fonctions par une de celles 
qui précèdent à lalim.oo 

Dans ces fonctions et dans de plus complexes, qui appar- 
tiennent ou domaine analytique d'opération déduit du concept 
de puissance, on trouve les limites de quotients en les rame- 
nant à Tun des quotients -r— où — , quipeuventégalement se 

ramener Tun & l'autre par substitution. Si on donne pour base 

au concept de l'exponentielle e* la série ^— £1 est le quo- 

n /, a? ^ 

tient fondamental et sa limite ou celle du quotient général e 



X 



est facile à déterminer. Ce quotient peut s'écrire sous forme de 
série. 






M 



Puisque maintenant xn — M, si grand que soit M et si petit 
que soit X, finit par devenir > 0, quand n croît, la limite 
cherchée est ^. Soit, par exemple, à réduire le quotient : 

OIT 

e . . e 
Le log est 



X 



m X 
et devient infini avec x d'après ce qui précède. 
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Dans la série précédente J les paramètres h^, hi-i , . . . x 
désignent des nombres positifs quelconques. Chacune des 
fonctions qui s'y trouvent désignées représente donc une suite 
infinie ou une pantachie complète de fonctions isolées. Mais la 
série J peut être encore enrichie de fonctions de bien des ma- 
nières. Par exemple, voici un moyen : Soient deux fonctions 
u\, Ui satisfaisant à l'inégalité infinitaire Ui inf <iU2 , et soit 
rii =: Ui r on a ; 

Ui inf < UiV (Iv) (kv) . . . [InV) inf <^ U2 , 

où Ui inf < iy et où les m représentent des nombres positifs 
quelconques. Il est facile de justifier successivement ces for- 
mules. De cette façon on peut intercaler entre deux fonctions 
quelconques diverses suites d'autres fonctions. 

Un autre procédé pour insérer des fonctions dans la série J 
consiste à mettre des fonctions à la place des paramètres. Ainsi 
pour <jx<l;metikr>o, ona 

M (lœ)^ m 

(Ix) inf <l(xl) inf<C^œ , 

Pour peu qu*on réfléchisse à ces expressions analytiques, on 
voit qu'à Taide de ces deux procédés d'insertion, la série J 
représente un ensemble qui peut dépasser de beaucoup n'im- 
porte quel autre. 

Tout bien considéré, je crois en effet que la pantachie 
complète des quantités linéaires n'est pas égale en puissance 
(au sens de M. Cautor) à Tensemble des infinis. La pantachie 
infinitaire, comme cette dernière succession doit s'appeler, est 
un ensemble complètement déterminé. Toutes les fonctions 
qui, substituées à /l (œ) dans l'égalité infinitaire f(œ) inf zz 
fi M, y satisfont, forment avec f{œ) une quantité infinitaire, 
un ^om^ infinitaire^ et ces points, si nombreux qu'on les ima- 
gine, forment une suite de séries complètement déterminée. 
Sans doute une pareille définition n'assigne pas tout de suite 
aux points infinitaires un lieu géométriquement représentable, 
comme aux quantités de la pantachie complète. Toutefois cela 
tient à ce que la pantachie complète des quantités correspond 
immédiatement à la représentation des quantités, tandis que 
la pantachie complète infinitaire a pour fondement des repré- 
sentations moins simples. Mais à l'égard de l'essence même 
de la pantachie complète des quantités, le lieu qu'occupent les 
individus de la pantachie est tout-à-fait accessoire, car il peut 
être diversement modifié par la correspondance adoptée pour 
la fonction. La pantachie infinitaire a de commun avec l'autre 
cette propriété essentielle que ses points ne peuvent être 
rangés en séries que d'une manière. 
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Nous pouvons concevoir la pantachie infinitaire à la manière 
de l'Empiriste et de ridéaliste.L'Empirisle y voit comme nous 
Tavons indiqué, une masse d'individus qu'on doit rendre de 
plus en plus compacte. Pour ridôaliste c'est un continu infi- 
nitaire, analogue au continu des nombres, qu'on peut concevoir 
de même, quoique moins simplement, comme un ensemble de 
points sur une ligne. Il faut poser la condition que pour deux 
individus quelconques / (x) et fi (x), du faisceau de courbes 
ascendantes, la différence f(x) — /i(^r«;), lorsque a? augmente, 
ne change plus de signe. Considérons alors les points d'inter- 
section d'une perpendiculaire à. Taxe des x avec les courbes 
ascendantes. A cause de la condition précédente, et pour que 
les logarithmes supérieurs partent de Taxe des «?, nous 
devons reculer cette droite à l'infini : 

Les points de la ligne rejetée à V infini sont donc pour 
V Idéaliste l'équivalent géométrique de la panlachie infinitaire. 

Il serait difficile de comparer, à Tégard de leur puissance 
relative, au sens de M. Canlor, la pantachie infinitaire avec la 
pantachie complète. Dans tous les cas, les deux ensembles 
sont évidemment quelque chose de tout-à-fait différent. La 
correspondance élément à élément qui a un sens très clair 
dans les ensembles dénombrables est ici inconcevable. 
Déjà selon les appa^rences, la panlachie infinitaire, pour 
ridéaliste comme pour l'Empiriste, est beaucoup plus complexe 
que la pantachie complète. Des fonctions contenant un nombre 
illimité de paramètres, dont chacun désigne une pantachie 
complète, peuvent être insérées entre deux individus quelcon- 
ques de la pantachie, puis de nouveau entre deux individus 
quelconques de la nouvelle suite, etc. 

Toutefois plus que de pareilles suppositions, les résultats 
auxquels je suis parvenu dans mes « Paradoxes du calcul 
infinitaire » me conduisent à considérer comme de nature 
différente les deux pantachies. On découvre là une différence 
essentielle entre la marche vers un infini particulier de la 
pantachie infinitaire et une valeur particulière de la pantachie 
complète. Nous pouvons exprimer ainsi la proposition : Vers 
une valeur particulière x d'une pantachie complète tendent, en 
aussi grand nombre qu'on veut, des suites de valeurs dénom- 
brables telles que les différences entre x et les valeurs 
tendant vers a? des diverses suites tombent au-dessous de 
toute limite. Au contraire, étant donné un infini f {x), il n'y 
a pas de suite de fonctions ^i (^), ^2 (^),... satisfaisant, par 
exemple, aux relations 

•]/, {x) inf<^ ^2 (J^O «^/ < ^M < f (^) 
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telles qu'on nepourrait donnepd'autressuites<pia?() inf<^^2 (œ) 

inf < inf ^ f (ce) j dont tous les individus eussent un 

infîni plus grand que les ^(o?). 

C'est là une différence de nature qui semble ne permettre 
aucune correspondance élément à élément entre la suite infl- 
nitaire et la suite des quantités. 

M. Cautor paraît supposer qu'il n'existe d'ensembles que 
de deux puissances, à savoir : de la puissance des nombres 
entiers et de celle de tous les nombres ; et il faut convenir qu'il 
y a beaucoup de vraisemblance qu'il en soit ainsi pour les 
quantités linéaires. Mais quand on va au-delà, la chose paraît 
être moins sûre. Ainsi, comme je viens de Texposer, je suis 
fermement convaincu, quoique ne disposant pas d'une véritable 
démonstration, que la pantachie indnitaire est d'une puissance 
supérieure à celle de tous les nombres. 



Considérations finales 
snr iamétaphysii|ae des concepts analytiques fondamentanx 



J'ai déjà dît qu'en analyse le concept de limite, plus exacte- 
ment la question de Texistence de la limite, joue un rôle ana- 
logue à celui que joue en géométrie le fameux axiome d'Euclide, 
et il est utile d'insister un peu sur cette comparaison. 

En géométrie, c'est-à-dire dans la science des rapports 
existant entre les positions de points, entre lignes, surfaces et 
corps, — pour établir rigoureusement les propositions et les 
théories, on est finalement ramené à certaines propositions 
fondamentales intuitives, qu'on nomme les axiomes de la 
géométrie. Ces axiomes sont bien des vérités d'intuition, c'est- 
à-dire dont la rigueur ne soulèvera pas le moindre doute dans 
un esprit naïf; mais ils ne possèdent nullem^.nt la lumineuse 
certitude de perceptions immédiates, et, quand on y regarde 
de plus près, il est impossible, ou au moins difficile de les 
relier sans lacune à de telles perceptions par un enchaînement 
satisfaisant de représentations, en un mot de les démontrer. 
Ils sont d'ailleurs de diverse nature. Ainsi l'axiome a la ligne 
droite est le plus court chemin entre deux points» n'est pas 
un axiome proprement géométrique. L'examen montre que le 
concept sur lequel il est fondé, celui de la possibilité de rectifier, 
est analytique, parce qu'il cache un passage à la limite. Si 
on veut voir un axiome dans Texistence delà limite, la propo- 
sition sur la longueur minima de la ligne de fonction de deux 
points en est un également. Sinon cette proposition se démon- 
tre. L'axiome propre de la géométrie pure est celui des paral- 
lèles, équivalent à la proposition que la somme des angles d'un 
triangle vaut deux droits : vérité fondamentale, pour laquelle 
le chemin reliant la certitude de l'affirmation générale à celles 
des perceptions immédiates était longue et dillficile à trouver. 

Le sort de Cbt axiome d'Euclide est connu. La connais- 
sance de ce fait qu'il n'est pas une Condttio sine qua non 
pour une géométrie systématique, en faisait une vérité d'expé- 
rience, dont Riemann a dévoilé la vraie signification par son 



— 218 — 

analyse du concept de J'espace. Il partait ainsi d'un axiome 
qu'ensuite M. de Helmoltz a ramené à notre représentation du 
mouvement relalif. Quelques résultats utiles et surprenants 
que Tanalyse et la géométrie puissent encore tirer de cette 
source récemment découverte, il semble qu'elle se trouve 
déjà remontée jusqu'à son point de départ dans le monde 
de la perception, que, à l'aide des recherches mentionnées, le 
concept de l'espace ait été analysé dans ses traits essentiels 
suivant la méthode de TEmpiriste, et que par suite, l'axiome 
fondamental de la géométrie se trouve expliqué par la même 
méthode. En tous cas, nous faisons pour le moment cette 
hypothèse. 

Voici donc ce qu'il faut dire des principes fondamentaux de 
la géométrie. Euclide, avec son axiome, a frappé juste. 
D'abord posé comme principe non démontré, il fut reconnu 
récemment comme vérité d'expérience et finalement fut ratta- 
ché par une dépendance qu'on n'avait pas soupçonnée au 
concept d'espace. Le problème était donc extrêmement vieux, 
mais la solution en était très difficile. Les recherches sur cet 
axiome constituent en géométrie comme un épisode, qui, bien 
que d'une très-grande importance, n'a pas sur ceite science 
d'autre effet que de lui fournir ainsi qu'à l'analyse, de nouveaux 
sujets d'étude, sans sortir pourtant de l'ancien concept de 
grandeur. 

En analyse, les choses se comportent autrement. Cette 
science est toute récente et ceux qui l'ont créée ont tout de 
suite tourné leurs efforts vers les problèmes les plus élevés. 
Semblable à un conquérant impétueux, l'analyse a porté au 
loin sa bannière victorieuse, sano se soucier d'assurer ses 
conquêtes. Mais la tendance propre à la deuxième moitié de 
ce siècle de parvenir à une vue plus profonde des fondements 
de nos connaissances a gagné aussi les analystes. Lorsque 
grâce à Gauss qui le premier osa inviter à donner des fonde- 
ments vraiment solides aux vérités mathématiques, puis grâce 
aux travaux de Cauchy, d'Abel et de Dirichlet, on eut appris à 
connaitre la jouissance ineffable que donne une mathématiqne 
rigoureuse, on sentit un besoin impérieux de posséder une 
semblable mathématique. L'illusion que cachaient maintes 
conclusions tout récemment encore admises sans conteste devint 
évidente, on trouva des résultats d'opération contredisant les 
vues les plus généralement adoptées : l'intérêt se tourna alors 
du côté de la métaphysique des concepts fondamentaux. Aussi 
les travaux actuels donnent au lecteur une tout autre impres- 
sion que ceux du siècle dernier ou du commencement de ce 
siècle. C'est pourquoi je suis convaincu que l'analyse d'aujour- 
d'hui tant qu'elle ne fait que combiner, à l'aide de nombres, 
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des quantités connues, déterminées ou laissées indéterminées, 
comme cela a lieu en algèbre, dans la théorie propre des 
fonctions, dans les intégrales déflnies, etc., bref, tant que le 
dualisme du concept de grandeur n'intervient pas, notre ana- 
lyse, dis-je, n«î satisfera pas moins les malhématiciens des 
siècles futurs que ceux d'aujourd'hui. On ne pouvait en dire 
autant jusqu'ici, comme j'y ai plusieurs fois insisté, d'autres 
théories telles que le calcul différentiel et diverses questions 
de la théorie générale des fonctions, — et ce sont ces domaines 
que j'oppose à la géomiMrie. Là, Taxiome correspondant à 
celui d'Euclide et dont l'établissf^ment résout l'énigme aux 
mille formes, n'était pas connu. Eh bien, mon Idéaliste et mon 
Empiriste sont d'accord sur ce fait que le contenu du concept 
de limite fournit ce principe d'ordination, manquant jusqu'ici, 
des concepts analytiques fondamentaux. Mais cette signification 
lui a jusqu'ici été'si peu assignée, que l'Idéaliste n'a assuré- 
ment rien fait de superQu en montrant que l'existence de la 
limite doit avant tout être démontrée. 

Le concept de limite est à ce dualisme qui dissipe toute 
obscurité dans le même rapport que l'axiome d'Euclide au 
concept d'espace, avec cette différence que dans les fonde- 
ments de l'analyse la difficulté consistait à trouver l'axiome 
essentiel dont la solution donnait tout le reste, sauf à le 
retrouver dans les cas particuliers, tandis qu'en géométrie on 
connaissait depuis longtemps l'axiome essentiel, c'est l'analyse 
du concept d'espace, la clef de l'axiome, qui a été la grande 
difficulté. Et, en opposition avec l'axiome géométrique, ce 
dualisme mis au jour par le concept de limite reste h son tour 
un guide profond dans l'étude des fondements de l'analyse. 
Son influence se fait sentir dans toutes les parties du principe 
de convergence et de divergence, et en oulre, partout où des 
dépendances anorthoïdes sont à considérer. Au contraire, les 
groupes de représentations élémentaires du concept d'espace 
peuvent être jugés h la manière de l'Idéaliste et de l'Empiriste, 
sans que ce dualisme en géométrie ait joué aucun rôle, du 
moins jusqu'ici. 

Notre étude des concepts analytiques fondamentaux ne 
répond pas à toutes les questions que suscite le phénomène 
de l'analyse avec ses relations étonnantes, exprimées par des 
symboles dépourvus de sens en eux-mêmes. 

C'est tout d'abord l'extension des opérations simples en un 
nombre quelconque d'éléments, et l'accumulation des opéra- 
tions qui donne à réfléchir. Car, s'il est possible d'expliquer 
naturellement par le concept de grandeur des règles comme 
la multiplication des fractions, qui sont difficiles à motiver 
par l'arithmétique pure (art. 18), ce concept semble refuser ses 
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services dès que, par exemple, plus de trois éléments doivent 
être multipliés l'un par l'autre. On pourrait alors ne voir à 

régalité a? = «1 a% a^ qu'un sens arithmétique, et c'est 

ainsi que s'imposerait la conception purement arithmétique 
de l'analyse. Ce serait une erreur. Il est clair que des opéra- 
tions arithmétiques d'un ordre quelconque, et quel que soit le 
nombre des éléments, sont une succession d'opérations élé- 
mentaires et n'ont de sens que comme telle. Ainsi le produit 
tti ai .... «n , quoique symétrique par rapporta ses facteurs, 
a pour signification 

ot c'est un théorème que la suites , r2 ,... r^ peut repré- 
senter une permutation quelconque des nombres 1, 2,... n. 
Chacune des opérations élémentaires peut recevoir pour 
fondement le concept de grandeur, et il en est de même de 
toutes les opérations mathématiques, sans exception. 

Gomme je l'ai observé (art. 18), on n'aura pas toujours 
présent à l'esprit dans le courant du calcul que les lettres 
désignent des nombres, les nombres des grandeurs. Au 
contraire, on effectuera des combinaisons surles lettres mômes 
d'après les règles connues qui se ramènent en dernière analyse 
au concept de grandeur. Ainsi on peut laisser di côté la 
représentation de grandeur, si on n'en a pas besoin directe- 
ment, et penser avec les lettres et les nombres. On pourra 
même exiger que les conclusions et les démonstrations pos- 
sèdent une rigueur arithmétique, en supprimant les lacunes 
que doit combler l'imagination géométrique, parce que cette 
rigueur arithmétique est une garantie des plus sûres de la 
perfection d'une chaîne de conclusions. Mais cela ne fait pas 
une différence essentielle dans la conception d'opératioas ana- 
lytiques : il s'agit plutôt simplement d'un langage abrégé et 
d'une forme de raisonnement présentant le plus haut degré de 
sûreté. 

Les explications précédentes paraîtront presque superflues à 
l'analyste auquel sont familières les considérations mécaniques 
et physiques. Les équations de la mécanique renferment, à 
côté des lettres qui représentent les nombres, des lettres dési- 
gnant à travers toutes les opérations des quantités d'espèce 
tout-à-fait définie, de sorte qu'ici la conception purement 
numérique de quantités sur lesquelles on opère ne saurait être 
maintenue. 

Pendant que l'on calcule, par exemple, sur les 9 coordonnées 
du problème des 3 corps, on ne pense pas constamment à leur 
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signification mécanique, mais cette signification ne s'en sépare 
pas, comme cela résulte du principe de Thomogénéité des 
quantités mécaniques. (Poisson, traité de mécanique, introduc- 
tion, n» 23.) 

Encore une remarque qui s'applique à l'esprit général de 
l'analyse. Si nous jetons un regard sur son développement 
historique, elle apparaît comme un organisme créé par le 
travail intellectuel des siècles, organisme jamais complet, et 
continuant sans cesse h se développer de telle sorte qu'à chaque 
degré de développement les théorèmes et théories qui forment 
ses richesses présentent un enchaînementlogique irréprochable. 
Pendant que l'investigation marche en avant, des voies qu'on 
suivait avec ardeur finissent par être abandonnées et de nou- 
velles sont ouvertes. Mais au milieu de ces changements 
continuels, l'analyse forme h chaque époque un système de 
propositions et de méthodes où tout se soutient et s'entr'aide, 
sans qu'il y ait jamais rien de contradictoire. Il se produit là 
des phénomènes singuliers. Ainsi d'une part le domaine d'opé- 
rations relatives aux puissances est né du concept du pro- 
duit, grâce à l'algorithme ingénieux de Descartes ; — d'autre 
part, le domaine d'opérations relatives aux fonctions trigonomé- 
triques est né et s'est perfectionné. Que pouvaient avoir de 
commun les deux domaines sous le rapport des concepts ? Et 
pourtant le symbole imaginaire en les unissant finissait par en 
faire le domaine d'opérations de la théorie des fonctions 
complexes. C'est ainsi que, comme par une révélation divine, 
cette voie si féconde se trouve désignée à la spéculation scien- 
tifique, — quand aucun penseur n'aurait pu en soupçonner 
d'avance les conséquences. 

Un aussi remarquable phénomène pourrait susciter cette 
opinion idéaliste que l'Analyse est une chose préexistante et 
indépendante de l'existence d'êtres pensants, — qui est décou- 
verte et étudiée peu à peu comme une nouvelle partie du 
monde. On pourrait en conclure qu'une seule analyse est 
possible, de sorte que si elle était de nouveau à découvrir, elle 
ne pourrait que réapparaître identique ; — au lieu que, si tout 
à coup l'humanité oubliait son langage, elle apprendrait bien 
de nouveau à parler mais peu probablement dans le langage 
primitif. Mais on peut aussi , au sens empiriste , c'est-à- 
dire sans admettre \d^ préexistence ùq la mathématique, se 
convaincre de la nécessité logique de son contenu actuel. Si 
on songe en effet à la foule des penseurs qui, dans la suite 
des siècles, ont fouillé le sol mathématique, on comprend qu'ils 
aient tenté de pénétrer dans toutes les parties accessibles à 
la pensée, et que les voies les plus fécondes en résultats aient 
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dû être trouvées. Ce sont les seules que l'on ait poursuivies. 
Dans une sélection de ce genre l'investigation humaine a dû 
nécessairement suivre en général la voie la plus fructueuse. 
C'est ainsi qu'une direction définie lui était tracée. 

Ainsi se trouve justifié par l'Analyse tout entière ce mot de 
TEmpiriste (art, 37, 5) que si les habitants de Mars possèdent 
une analyse, elle doit être identique à la nôtre dans toutes ses 
parties essentielles. 
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